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1 . Inleiding.

D e Kier te  b eh an d e len  m ethode to t  h e t b ep a len  v an  de 
freq u en tie  v an  vrije m echanische trillin g en  kan  to e g e p a s t w o r 
den  op ingew ikkelde  e la s tisch e  sy stem en , m et w illekeu rige  m assa- 
verdeeling . T e r  w ille  van  de overzich te lijkheid  zullen w e ons 
e c h te r  b e p e rk e n  to t  trillin g en  van  rech te , vo ldoend  o n d e rs te u n 
de stav en , b eze t m et een eindig a a n ta l  pun tvorm ige  m assa 's . 
D e  s ta a f  zelf w o rd t  d aa rb ij m assa loos gedach t.

2. De eigenschappen van een elastisch systeem , de invloedsgetallen,
de stelling van JJlaxwell.

B e la s te n  w e een vo ldoend  o n d e rs te u n d  e la s tisch  sy steem  m et 
een  k ra c h t  P y d an  zullen de v ersch illende  p u n ten  van  h e t sy- 
zich v e rp la a tse n . D e v e rsp la a ts in g e n  zijn d aa rb ij even red ig  m et 
de k ra c h t  P  ( W e t  van  H o o k e ) .

H a d d e n  w e h e t sy steem  op een a n d e re  p la a ts  b e la s t  m et een 
k ra c h t  Q , d an  zouden  de v e rp la a ts in g e n , die d a a rd o o r  v e ro o r
z a a k t  w e rd en , even red ig  m et Q g ew ees t zijn. W e  kunnen  ons 
nu de v ra a g  ste llen , w elke  v e rp la a ts in g e n  de p u n ten  zullen o n d e r
gaan , w a n n e e r  de k ra c h te n  P  en Q beide w e rk en . V o lgens de 
w e t d e r  su p e rp o sitie  zullen deze v e rp la a ts in g e n  gelijk zijn a a n  
de som van  de v e rp laa ts in g e n , d o o r P  en Q a fzonderlijk  opge
w e k t.

W e  beschouw en  een s ta a f , die de e igenschap  heeft, d a t  k ra c h te n  
w erk en d e  in een b e p a a ld  v lak  d o o r de s ta a f  slech ts  v e r p la a t 
sing in d a t  v lak  tew eeg  b rengen . In  de m eeste gevallen  zijn v oo r 
een s ta a f  tw ee  v an  dergelijke  v lak k en  a a n  te  w ijz e n ; deze tw ee  
v lak k en  s ta a n  lo o d re ch t op e lk a a r .
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D e  trillin g en  van  de s ta a f  zullen ó f in  h e t  ééne, óf in h e t 
an d e re  v lak  p la a ts  v inden.

In  fig. 1 is een  s ta a f  g e teekend , w e lk e  op 2 s te u n p u n te n  ru s t. 
W a n n e e r  de s ta a f  in een w illek eu rig  p u n t j  b e la s t  is m et een  
één h e id sk rach t, lo o d re c h t op de s ta a f , zij de v e rp la a ts in g  v an  
een a n d e r  w illek eu rig  p u n t i a {. . D  eze a.. , de v e rp la a ts in g  van  
h e t p u n t i  tengevolge v an  een é é n h e id sk ra c h t in h e t p u n t J , 
noem en w e een in v lo ed sg e ta l. Z ijn  bij een s ta a f , w a a ro p  w e n 
p u n ten  aangegeven  hebben , a lle  n in v lo ed sg e ta llen  b ek en d , d an  
kunnen  w e bij een gegeven la s ts te lse l, aan g rijp en d e  in de n 
p u n ten  de v e rp la a ts in g  v an  elk  v an  deze 7i p u n ten  b ep a len . 
W o r d t  de k ra c h t, w e rk e n d e  op h e t j -de p u n t P . genoem d, d an

v inden  w e v oo r de zakk ing  v an  h e t z ^ -p u n t:
n

y . = 2  P .a .  ( 1 )S l j  Ij \ /
J = *

T usschen  de versch illende  in v lo ed sg e ta llen  b e s ta a t  nog de b e-

f  ig .l

langrijke  b e trek k in g , de s te lling  v an  M a x w e ll, volgens w e lk e  :

3. H et opóteLlen van de tnLLincjóverpetijkuipen.

W a n n e e r  de s ta a f  u it fig. 1 b eze t is m et n pun tvo rm ige  m a ssa 's  
(m r  z/z2 . . . m.y n i j . . . ?;zw) , kunnen  w e n ag aan , w e lk e  harm onische  
vrije tr illin g en  deze s ta a f  k a n  u itv o eren . D a a r  geen dem ping 
aan w ez ig  is, is te  v e rw ac h te n , d a t  de trillin g en  v an  de versch illen d e
m a ssa 's  m et e lk a a r  in fase  zijn. V o o r  de J -m a ssa  g e ld t d a n :

z . =  rj. cos co t  ( j  = i . . .  n) , (3)
%

w a a r in  z .  de m om enteele w a a rd e  v an  de v e rp la a ts in g , rj . de 
am p litude  en co de c irk e lfreq u en tie  v o o rs te lt. D e  k ra c h t  noodig 
om de m assa  deze bew eging  te  la ten  u itv o e ren  is gelijk a a n :
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vi. z . —
J  7

— co2 n i. rj. cos cot ( j  =  I . . . n) (4)

en w o rd t op de m assa  u itgeoefend  d o o r de s ta a f . D e  s ta a f  
o n d e rv in d t d a a rd o o r  van  de m assa  de teg en g este ld e  k ra c h t :

P .=j — m. z . — co? m. rj. cos co t ( j  =  i . . . 71) (5)

T engevolge van  de k ra c h te n  P .  w o rd t de v e rp la a ts in g  van  
de m assa  volgens verg . 1 :

11 n
z . =  rj. cos co t  =  2 P . a . — co2 cos co t 2 m .r j.a .. ( j  =  1 . . .  n) (6)

j= i j-1 J 3 ZJ

of n a  deeling  d o o r cc? cos cot “ :
I n
- 2 V; = 2  mj  aij r )j{ i=  i . . .  n) .
CO ( 7 )

J =  *

D eze n, in de g ro o th ed en  rj. hom ogene, vergelijk ingen  la te n  
slech ts d an  een van  nul versch illende  oplossing  toe, w a n n e e r

de d e te rm in a n t van  de ;^ -o rd e ,  gevorm d u it de coëfficiënten, 
nu l is, d a t  w il zeggen, w a n n e e r :

i
.............. . Vtfi Cl1H

CO
I

WiOj, V12CL22 .............. . Vln Cl̂ n
co

VI j Cin j Vt2Cln2, V'lfiCXftn
1

8 s te l t  een
e

n -m ach tsvergelijk ing v oo r in -

I

co
I

=  0 (8)

co

-4. R ealite it van de worteló van verg. 8.

D o o r de rijen  van  de d e te rm in a n t van  verg . 8 m et l / m ïf 
^  wi-zy • • • , v tn te  verm enigvuld igen  en de kolom m en d o o r 
re sp . \P  v i2> . . . m n te  deelen , g a a t  deze ov er in een
secu lairvergelijk ing , d a a r  de d e te rm in a n t dan  — o m dat a,y =  
aji — ten  opzichte van de d iag o n aa l sym m etrisch  is gew orden . 
.Zijn bij een secu la irverge lijk ing  alle  coëfficiënten reëel, d an  zijn 
ook alle  w o rte ls  reëe l.

H e t  is e c h te r  eveneens van be lang  te  w e ten , of de w o rte ls  

p o s itie f  of n eg a tie f  zijn, om dat een n eg a tiev e  w a a rd e  van  —
co
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le id t to t  een im aginaire  w a a rd e  v an  co. O m  n a  te  gaan , of e r  
ook negatieve  w o rte ls  kunnen  o p tre d en , schrijven  w e de d e te r 
m inan t van  verg . 8 u it.

+  < 

+

/ I \*
- 2  +

{ * . a ,  i +  m . d-22. +
V CO )

V

m 1 d \1 a I2
+

7^2 ^22 a 23

m x d<2X ; « 2 a 22 a 32 m 3 a 32

=  o .

n — i

K u nnen w e bew ijzen d a t  alle  in verg . 9 voorkom ende onder- 
d e te rm in an te n  p o sitie f  zijn, d an  h e e ft verg . 9 geen v a r ia tie s

dus geen positieve  w o rte ls  v an  — —- .  D a a r  alle  w^ortels reëe l
ü)2

zijn, za l co2 a ltijd  p o sitie f  zijn.
O m d a t de m assa 's  alle  p o s itie f  zijn, behoeven  w e slech ts te  

bew ijzen  d a t :

o-ii >  O ;
dü d j

O ji  d j j

au dij dik
d j i  d j j  d j k  

djci dfcj dfck

^> O ; enz..

N u  is da a ltijd  positie f, om d at a ;y de v e rp la a ts in g  is van  h e t 
p u n t t, d o o r een é é n h e id sk ra c h t d a a r  te r  p la a tse . H e t  zou nl. 
onlogisch zijn, d a t  een p u n t van  de s ta a f , w a n n e e r  h e t p u n t 
zelf b e la s t  w o rd t, zich tegen  de rich ting  v an  de k ra c h t in zou 
bew egen .

O n d e rs te u n e n  w e de s ta a f  (zie lig. 2) in h e t p u n t i, w aa rb ij 
h e t s te u n p u n t een  k ra c h t  P  op de s ta a f  zal u itoefenen  en 
p la a tse n  w e in h e t p u n t j  een k ra c h t Q, zoo g roo t, d a t  de 
doorbu ig ing  d a a r  te r  p la a ts e  /  w o rd t, d an  za l Q zek er p o sitie f  
zijn. Q is te  b ep a len  u it :

y i  — P  da “F- Q dij — o 1
y?' — P  dji +  Q o.jj — i j

(10)



ITERATIEVE FREQUENTIE-BEPALING 101

Ö =

au O

aji I au

au aij au a{j

aji °.jj aji ajj

(11)

Q is positief, au is positie f, dus m oet de n o em erd e te rm in an t 
ook p o sitie f  zijn.

f  ig. 3

Z oo  v e rd e r  g aande  p la a tse n  w e de s ta a f  in de punen  i en 
j  op v a s te  s te u n p u n ten  en b e la s te n  h a a r  in h e t p u n t k  m et 
een k ra c h t R , zoo g roo t, d a t  de doorbu ig ing  d a a r  te r  p la a tse  
I  w o rd t. E v en a ls  in verg . 10 en 11 v inden w e v oo r d it g ev a l:

au a/j
°ji ajj

R  =  ------------------
au aij aik 

aji ajj ajk 
aki akj akk

R  is positief, v an  de te lle rd e te rm in a n t is zoo ju is t bew ezen , 
d a t  zij p o sitie f is, zo o d a t de n o em erd e te rm in an t ook p o sitie f 
m oet zijn. Z oo  v o o rtg a a n d e  is te  bew ijzen, d a t  a lle  sym m e
trisch e  o n d e rd e te rm in a n te n  p o sitie f zijn, zo o d a t alle  w o rte ls  van

—  u it verg . 8 en 9 p o sitie f  m oeten  zijn.
a>2

W a n n e e r  de s teu n p u n ten  n ie t v ee ren d  zijn, k an  ook bew ezen  
w o rd en , d a t  de w o rte ls  versch illend  zijn. H ie rv o o r  zij v erw ezen  
n a a r  de l i te ra tu u r  l).

R esum eerende  b lijk t, d a t  verg . 8 u its lu iten d  positieve  reëele  
en versch illende  w o rte ls  heeft, zo o d a t e r  n w a a rd e n  ook 
(k  =  I . . . ; / )  b e s ta a n , w aa rb ij a a n  de verg . 7 d o o r v an  nul 
versch illende  w a a rd e n  i]i w o rd t  vo ld aan . D eze  w a a rd e n  v an  
co kt de e ig e n w aa rd e n  v an  h e t p rob leem , w o rd en  g e ran g sch ik t 
n a a r  hun g ro o tte , zoo, d a t  col^aol^col . . . <Ca>,2.

') C. B. Biezeno, C r i t ica l  speeds  o f  ro ta t in g  shaf ts .  P ro c e e d .  N ed e r l .  
A k ad em ie  v an  W e t e n s c h a p p e n ,  Vol. X L I I I ,  N o .  9, 1940.

( 12)
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5. H e t bepalen van de trilling wormen o f  eigeno plowingen.

H e t  bij de w a a rd e  co / behoorende sy steem  van  v e rp laa ts in g e n  
7]i w o rd t m et rjki aangedu id . T e r  bepaling  van  rjki ( f = I . . n) deelen  
w e verg . 7 d o o r rj&If zo o d a t u itgesch reven  de volgende v e rg e 
lijk ingen o n ts ta a n :

 ̂ Tfjk 2 V kn 'WjCIII ~ "H 7//20CI2 ..........7fln Q-m — O
O0k rjk I rjk x

, /  1 , Vknm 1 a 2I +  lm 2 a22----- ---------H • • a2n _  = o
\  c o / rjkx r jk i (13)

. ^2 , /  I \  rjk-nMx a«! +  ^2 ««2----- h ............  m n an k ----- - —  = 0
*lki \ col) rjkl

D it  zijn Tl n ie t hom ogene vergelijk ingen  m et n — 1 onbekenden ,

nl. —  , Zij zijn a fh an k e lijk , d a a r  b lijkens verg . 8 de
rjk i rjkx

d e te rm in a n t, gevorm d u it de coëfficiënten en de bekende  t e r 
men, nul is. W e  kunnen  dus één van  de vergelijk ingen  te r  zijde 
s te llen  en m et de n — I vergelijk ingen  de n — I onbekenden  o p 
lossen . B ekend  zijn d an  de verhoud ingen  van  de ijk’s, zo o d a t 
de rjk s op een n a d e r  te  b ep a len  ev en red ig h e id sfac to r b ek en d  
zijn. ijki (1 — 1« . . . 71) noem en w e een eigenoplossing . In  de keuze 
van  den ev e n re d ig h e id sfa c to r zijn w e voorloop ig  vrij. W ^ordt 
hij zoo gekozen, d a t

n
2 ' M i T j l i  =  I (14)

i  — 1

is, d an  h ee t de op lossing  rjki ( f — I . . . 7i) genorm eerd .

6. Orthogonaliteit van de eigenoploédingen.

E en  belang rijke  eigenschap  van  de eigenoplossingen is hun 
o rth o g o n a lite it, w elke  w o rd t  u itg e d ru k t d o o r:

71
2 * Dli ijk/ rj/i — o (k y<— l )  (15)

i— i

V u llen  w e voor rjki de w a a rd e  in, b e p a a ld  d o o r verg . 7, d an  
g a a t  verg . 15 o ver in :

n n 7i
2  v i ;  r jk ;  V u  —  < °k  2  2  m ; n i j  a , y  i ] t j  >]a  ■(16)
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S u b s titu e e re n  w e e c h te r  de u it verg. 7 volgende w a a rd e n  
v an  Yjn, d an  k rijgen  w e :

« n tl

2  ni{ Y]ki rjn = a>i 2  2  Minij agrj/j 7]
i— i j  — i

KI (17)
l — i

D e  u itd ru k k in g en  o n d er h e t 2 2 - te e ken in verg. 16 en 17 
zijn a a n  e lk a a r  gelijk, he tgeen  onm iddellijk b lijk t w a n n e e r  w e 
in h e t tw eed e  lid van  verg. 17 i  en j  v e rw isse len  en d a a rn a , 
geb ru ikm akende  van  de ste lling  van  M ax w e ll a zy =  dji ste llen . 
W e  vinden dus :

ii ii ii ii
o>k 2  2  M i M j a i j r j k j r j n  — coi  2  2  M j M j C L ï j  T^kiTcju

i— i j — i
(18)

l— X l—X

zooda t, w a n n e e r  o>k ^  co?:
n ii

2  2  Mi Mj aijYjkjrjn = o
i — i j  — i

(19)

U it  verg . 16 en 19 vo lg t d a a rn a :
ii

2  Mi Tjkirjn = O, voor a>l 7  ̂ co] ,
i — i

dus blijkens § 4 ; voo r k  z/L l.

7. Convergenliebewijé van de oude benaderingsmethode.

E en  algem een gebru ikelijke  m ethode to t  h e t b ep a len  van  de 
e e rs te  (la ag s te ) e ig en w aa rd e  is de vo lgende : N eem  een w ille 
keurige  doorbu ig ing  j /1 van  de s ta a f  aan , d .w .z. neem  een w il
lek eu rig  s te l w a a rd e n  y „• ( i — I . . . u) a a n  voo r de doorbu ig ingen  
d e r  m assap u n ten  Mi (i =  I . . . u) en la a t  in die p u n ten  in de 
rich tin g  y IZ- k ra c h te n  w e rk e n  van  de g ro o tte  Mi y Tj (am plitude  
van  de k ra ch te n , w elke  de m a ssa 's  op de s ta a f  u itoefenen  bij 
co = 1). N oem  de bij deze k ra c h te n  o p tre d en d e  doorbu ig ingen  

y 2i en h e rh a a l h e t p roces zóólang, to td a t  tw ee  opeenvolgende 
krom m en j / / - i  en yp gelijkvorm ig zijn. H e t  q u o tiën t

yp
— co (20)

b e p a a l t  de e e rs te  e ig en w aa rd e  co] van  co2 .
W e  zullen de ju is th e id  van  deze u its p ra a k  n a d e r  o n derzoe

ken  m et behu lp  van  de le e r  d e r  e igenoplossingen. W^e anal}r- 
see ren  d a a r to e  y x in de eigenoplossingen van  de s ta a f , he tgeen  
s teed s  m ogelijk is, d a a r  e r  n doorbu ig ingen  jyIZ- en ook 11 lin e a ir
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van  e lk a a r  o n afh an k e lijk e  e igenoplossingen  rj& zijn. M e n  kan  
dus s te l le n :

y i i  ~  01 x VJii 4“ CZ2 4“ ............0ln Vjni (j' — I • ^ )  ( 2 1 )

P a sse n  w e h e t bovengenoem de p roces nu op de doorbu ig ingen  
y xi =  eik rjkz (i = l . . .  n) — g e leverd  d o o r den  k eH-term  v an  bo v en 
s ta a n d e  on tw ikke ling  — toe, d an  v in d t m e n :

_ n
y2t — ^  wij dij vjkj (i =  i ..........fi) (22)

j — i
of, ind ien  w e g eb ru ik  m aken  van  verg . 7 :

j v  =  —a r,ki ( ï = (23)
00 k

n
D a a r  j / IZ- =  Hctkrjkt, le v e r t  h e t genoem de p roces to e g e p a s t o p y 1i ’.

k— i

00\ . 012 &n / • \ /r»
^ 2/  =  “ ^ iz '  4 “ ^ 2z‘ • • • 4  ~ ?]nz ( l  — I  . . • ( 2  i )

CÜ! CO<
2 

c o ,z

O p  de voorgesch reven  wijze v e rd e r  gaan d e , v inden  w e v e r 
volgens :

u z ci 2 / • \
_^3z' — ~ ^ iz '  4  ~ ^2z’ 4-  . . . “ 'Cjni \ l  — I . . . 11J

CO 00' 10n

a i , « 2  , 0« /• T \ / (25)
yp -  1 »z’ — 2 r* -  2Ï ^2Z‘ * * * 2 (*> -  2) 71ni \l ~  1 • • • n)2 ( /  -  2) 

cüj col ( /1 “ 2)
2 ( /  -  2) 

00 n

yp ,i —
a I

2 (/ -  1) 
COx

+  2 ( / -  1) 7h i 4- ♦ • • 2 (p_ x) 'Ojniil — 1 • • • n)
CO 2

D a a r  col m et g roeiende k  s teed s g ro o te r  w o rd t, zullen, w a n n e e r  
p  g ro o t genoeg is, de te rm en  m et de hoogere eigenoplossingen 
zeer k lein  w o rd en  ten  opzichte v an  den e e rs te n  term .

W e  kunnen  d an  sch rijven :

yp - 1 ) i

yp,

a i
2 {P- 2)

CO 2

— r 0 = 1

__«I
, 2 (/ CÜ!

I

I)

—) 0 =  1 • • • n) ’ \
(26)

zo o d a t in d e rd a a d  bij g roo te  p  p ra c tisch  gelijkvorm igheid  b e re ik t 

is en bij p  — 00 (o m d at — . — voor  p  — 00 n a a r  nul conver-
0l\ CO k

g eert)  ab so lu te  gelijkvorm igheid  w o rd t  v e rk regen .
T evens b lijk t, d a t  verg . 20 voo r p  — 00 e x a c t is en voo r vol-



ITERATIEVE FREQUENTIE-BEPALING 105

do en d  g roo te  w a a rd e  van  p  een b ev red igende  b en ad erin g so p - 
lossing  geeft. In  de m eeste  gevallen  is h e t vo ldoende p —3  te  
nem en.

8. Nieuwe benaderingsmethode.

H e t  is e c h te r  m ogelijk re ed s  u it de w a a rd e n  van  y a  en y 2i cot 
m et zeer g roo te  n au w k eu rig h e id  te  b ep a len  en w el u it :

«
2  v it) 11

2 l— I
CÜj = n (27)

2  M{} 2< .■21
Z — I

S u b s titu e e re n  w e voor y lt- en y 2t- de w a a rd e  u it verg . 21 en 24 
in 27, d an  v inden w e, g eb ru ik  m akende van  de o rth o g o n a lite it 
en h e t genorm eerd  zijn van  de e ig e n fu n c tie s :

n n

2  Miyxiy<2.i — 2  M{ĥ cix ?yIZ T ci2 ?y2/ 4~ • • • cin cjndj
l — I 7— 1

Cl i Cl 2 Cln
2 V 2Z' • • * 2 V ni }> —

CO i CO 2 CO )i

a , C7, 11
—  2  Mi y 2. 4- —  2. +  .2 1 II21 1 2 “ -*
COi * = 1  C02 2 =  I

2Z
« v* 2— 2  M{ IJni —2 .

COn 1 =  1

Cl2 2 i CX2 2
+o o + • • • 2

COx co2 COn

11
2 m y \ i

11
=  2* m t\ f Cl-L

— V*i +
Cl 2

2 /̂2* "t" ‘ *
Cln

■ Olz — :i z ZZ I \[ COx CO 2 COn

—c?2 11
1 24 ^Z^ Ii +

2 2 
^2 2^  Mtll 2l 4" . . .

ii
2  Mi

cotl —i C02 1 COn7 = 1

(28)

2 2 2 
2̂= -----h ----- h . . . ---

4 , „ 4 , 4COx CO; co
(29)

2 m i y xiy ^
l  — I

2 2
C2-1 C?2
—  +  —  +  

2 2
COx CO 2

2  Mi y 2
2Z*

z =: i

2 2tfï cz2
—  H----- +4 4CO x CO 2

2
Cl ii

2
a 2 2

COx £ 
to 2

COx
i +  „ 9 • o

col 2 « I co2 <2! COn
2Cl ii 
4co„

=  co
al cot 

H ----- . —  +2 4Cl i CO 2
an
Cl,

cot
COn

D ee len  w e te lle r  en noem er van  de la a ts te  b reu k  u it verg . 50

op e lk a a r  en v e rw aa rlo o z e n  w e de te rm en , w a a rin  —- (k = 2 .. . 11)
COk
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in een zesde of hoogere m ach t voorkom t, d an  g a a t h e t la a ts te  
lid  van  verg . 30 o v er i n :

2 2 / 2> 
2 1 ^ 2  CO I I CO xco j  | I H---------I I -------1 2 2 \ 2

& x CO 2 \  CO 2>

+
a l col
a\ col \

I —
2'

COx

coni
(31)

V e rw a a rlo o z e n  w e bovend ien  de te rm en  m et k  =  j  . . . n om dat
co x 
col

m et k  z ee r s te rk  a fn eem t (m eesta l ongeveer ev en red ig  m et

l), d an  g a a t  verg . 31 w e e r  ov er i n :

J2 l CZ2 COx (  COl\  ) 2
COI ) I H----- - — 7 \ I -------- 7  ) |  =  COx

a\ col 2co2/
(32)

ei"2 2 / 2v
zo o d a t verg. 27 m et een re la tiev e  (o u t v an  ongeveer — —-( i — 1

2 2 
cz i CO 2 CO'

co
b ev red ig d  w o rd t. JNu za l —- in een n o rm aa l geval ongeveer 16

CO'

ar
b ed rag en , te rw ijl —̂ bij doelm atige keuze van  n ie t g ro o te r

d an  V100 b eh o e ft te  zijn. D e  re la tie v e  fo u t in col za l dus in h e t 
a lgem een k le in e r d an  0,1 °/0 zijn.

W ille n  w e een nog g ro o te re  n au w k eu rig h e id  b ere ik en , d an  
co n s tru ee ren  w e bovend ien  de krom m e y 3 en b ep a len  de e e rs te  
e ig en w aard e  u it:

«
2  o iiy  2iy 32

2 z —  I
COx — « (33)

2  y  g2
Z zz: I

w a a rb ij de o p tre d en d e  re la tiev e  fo u t slech ts  ongeveer

2  6  
# 2  CO 2

2  6  a x co 2

2'CÜ!

CO 2/
b e d ra a g t.

9. H ei bepaten van de hoogere eigenwaarde en eicjenopLoééincjen.

H  e rh a le n  w e h e t in § 7 b esch rev en  ite ra tie p ro c e s  een vo l
doend  a a n ta l  k ee ren  en w e l zooveel m aal, to t  tw ee  opeenvo l
gende ite ra tie s  ) ’p-x  en yp gelijkvorm ig zijn, d an  zal yp m et rjx 
gelijkvorm ig zijn en kunnen  w e de genorm eerde  eigenfunctie  
7]x u it yp b e rek en en :
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Bij een v e rs ta n d ig e  keuze v an  y x kunnen  w e m eesta l v o ls ta a n  
m et één k e e r  h e t b esch rev en  p ro ces  toe  te  p assen  (p  — 2).

W e  nem en nu een krom m e u x a a n  en b ep a len  in de o n tw ik 
keling  :

n

Uii — 2  a% rjki (z =  I . . .  n ) (35)
k=i

de coëfficiënt a x . D it  g esch ied t n a a r  analog ie  v an  de w ijze, 
w a a ro p  bij een functie  de coëfficiënten v an  h a a r  F o u rie rre e k s -  
o n tw ikke ling  w o rd e n  gevonden. W e  verm enigvuld igen  dus beide  
leden  van  verg . 35 m et ?/zz- r j 1i en som m eeren  d a a rn a  de beide 
leden  ov er z . M en  v in d t d a n :

n 11 n n n

2  7ZZz U iiTJxi — ^  Y]\i ^  Wli d-krjki ~~ ^  ^  Z/Zz d k 7j ki 7j IZ —
2 — i i — i k — \ i ~  \ k — \

n n n n

— ^  ^  7fi{ a k  Tjki i j i t  ^  d k  ^  z/zz rjk i  rjxi • (36)
k — i i — i k — i i  =  i

W a g e n s  de o rth o g o n a lite it  v an  rjk en r j t (yt=t= i)  w o rd t  d i t :
n

ZZj 'iM'i'ijxi — ZZj . 
i — i

B ep alen  w e d a a rn a  een n ieuw e functie  ux u i t :

__ n

Z Z i i  — Z Z I Z  C lx Ijx i =  2  ( I k  2 jk i y ( 3 7 )
k — 2

d an  zal deze functie  in h a a r  on tw ik k e lin g  n a a r  de eigenoplos- 
singen geen te rm  m et rjxi b e v a tte n . O p  deze u x w o rd t  h e t in 
§ 7 aangegeven  p roces to e g e p a s t, w a a rd o o r  een krom m e zz2 v e r
k reg en  w o rd t. D o o r  o n n au w k eu rig h e id  in de co n stru c tie  of de 
b e rek en in g  van  a x za l e c h te r  de e e rs te  eigenfunctie  voo r een 
zek er b e d ra g  in n x zijn blijven s tek en  en dus verm enigvuld igd

m et den  fa c to r  —  in zz2 ingeslopen  zijn. E v en a ls  u it nx k a n  d it
(Dj

b e d ra g  w ederom  u it z/2 v e rw ijd e rd  w o rd en , w a a rd o o r  een krom m e 
zz2 o n ts ta a t ,  w e lk e  rjT n ie t b e v a t. W"e v inden  nu evenals w e in 
§ 8 u it y x en y 2 de e e rs te  e ig en w aa rd e  vonden, u it n x en zz2 de 
tw e e d e  e ig en w aard e .
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n  __  __

2  m { u ri u*i
i= i

n _
2  nii u\i

i — i

Cls 

2
CO 2

2

2 2

H---- - -r . .  . —-
2 2COo co«

CO 2

+
a.

co

2
CO 2

+  • • • 4co„

D e tw e e d e  eigenoplossing  w o rd t  op een fa c to r  n a  m eesta l v o l
doende  n a u w k e u rig  d o o r v o o rg este ld , nl. s te ed s  dan , w a n n e e r  
u ï en ?/2 b lijken  ongeveer gelijkvorm ig te  zijn. L a a t  deze gelijk
vorm igheid  te  w en sch en  over, d an  kunnen  w e ach te reen v o lg en s  
u3, u4 . . .  Up b e rekenen .

T o t h e t b e p a len  v an  de d e rd e  e ig e n w aa rd e  g aan  w e u it van  
een  krom m e Vx, die noch de e e rs te  noch de tw e e d e  e igenop los
sing b e v a t, w e lk e  krom m e ana loog  m et u1 b e p a a ld  w o rd t. Z oo  
v o o rtg a a n d e  zijn ook, zij h e t m et aan m erk e lijk  m eer re k e n w e rk  
de hoogere  e ig e n w aa rd e n  te  b ep a len .
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Samenvatting.

E r  is een g ro o t v ersch il in de wijze v an  b eh an d e len  van  fil
te r s  voor rad io - re sp . te lefon iedoele inden . R ad io filte rs  b o u w t 
men gew oonlijk  op a ls een sam enste l v an  gekoppelde k ringen , 
te rw ijl te le fon iefilte rs  gew oonlijk  w o rd e n  b e rek e n d  v a n u it een 
beschouw ing  o v er h e t oneindig lange filter. M en  k a n  h e t te le- 
fon iefilter beschouw en  als een k a b e l w aa rb ij de continu  v e r 
dee lde  serie- en p a ra lle la d m itta n tie s  in d isc re te  p u n ten  zijn 
g eco n cen tree rd . M a th e m a tisch  gesp roken  kom t d it n ee r op de 
o vergang  v an  een d iffe ren tiaa lverge lijk ing  n a a r  een d iffe ren tie 
vergelijk ing. H e t  g ed rag  v an  h e t eindige filte r k an  m en b e 
grijpen  d o o r u it de g o lfw e e rs ta n d  en de a fs lu itingsim pedan ties  
de reflecties d e r  golven aan  in- en u itgangszijde van  h e t filte r 
n a  te  gaan .

O n d e rs te l t  men, d a t  a lle  e lem enten  van  een n e tw e rk  zijn 
b e h e p t m et dezelfde v e rlie sm aa t k, dan  is de inv loed  d e r  v e r 
liezen op de e igenschappen  van  h e t n e tw e rk  te ru g  te  voeren  
op h e t m athem atisch  p rob leem  van  h e t b ep a len  v an  een functie  
van  com plex a rgum en t, w a n n e e r  deze functie  v o o r im ag ina ir 
a rg u m en t gegeven is. D e  th eo rie  d e r  com plexe functies le id t
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d an  to t  een a a n ta l  in te rp re ta tie s , w a a rv a n  een d r ie ta l  n a d e r  
o n d er oogen w o rd t  gezien, m et b ijzondere n a d ru k  op de a a n 
schouw elijke voo rste lling  d a a rv a n .

D e  d iffe ren tiaa lvergelijk ingen  van  C a u c h y - R i e m a n n  le iden  
to t  de m ethode van  de lo o d rech te  afgeleide. A ls tw eed e  m ethode 
le id t de d iffe ren tiaa lverge lijk ing  v an  L a p l a c e  to t  de m oge
lijkheid  de dem ping en p h ase  v an  een filte r a ls functie  v an  de 
freq u en tie  in de v e rlie sm aa t v oo r te  s te llen  m et behu lp  v an  
zeepvliesm odellen . D e  in te g ra a l van  C a u c h y  te n s lo tte  le id t 
een in te rp re ta tie  ana loog  a a n  de onscherpe  a fb ee ld in g  in de 
op tica .

E r  b e s ta a t ,  m et zekere  b ep erk ing , een v e rb a n d  tu ssch en  
dem ping en p h ase  v an  een n e tw e rk  a ls functie  van  de fre q u en 
tie . D it  v e rb a n d  b e ru s t  u ite indelijk  op h e t oo rzakelijk  v e rb an d , 
d a t  tu ssch en  b.v. ingangs- en u itg an g ssp an n in g  van  een n e tw e rk  
b e s ta a t .

A ls v o o rb ee ld  v an  de gegeven beschouw ingen  w o rd t  v o o ra l 
h e t la a g d o o rla te n d e  filte r van  h e t g ro n d ty p e , a ls p ro to ty p e  van  
m eer ingew ikkelde  filters, beh an d eld .

§ 1 . H e t radio- en het telefoniejdter.

E en  e lec trisch  filte r h e e ft ten  doel b e p a a ld e  geb ieden  u it h e t 
freq u en tieg eb ied  geheel of gedeelte lijk  d o o r te  la ten , an d e re  
geheel of gedeelte lijk  te  dem pen. H e t  m e rk w aa rd ig e  is, d a t  
m en bij h e t on tw ik k e len  van  filters v oo r rad io d o e le in d en  ge
w oonlijk  g eb ru ik  m a a k t van  een volkom en an d e re  g ed ach ten 
gang d an  w a n n e e r  d it g esch ied t voo r to ep ass in g  op h e t te le- 
foniegebied .

In  de ra d io  b e s ta a t  h e t eenvoud igste  filte r u it een enkele 
a fgestem de kring , die is opgebouw d  u it een zelfinductie en een 
cap ac ite it. M e e r  ingew ikkelde  filte rs  k a n  men denken  opge
b o u w d  te  zijn u it een  sam en ste l van  eenige a fgestem de k ringen  
die d o o r koppele lem en ten  v e rb o n d en  zijn. D e  m athem atische  
wijze van  b eh an d e len  s lu it onm iddellijk  a a n  bij deze g ed ach ten 
gang d o o r van  afzonderlijke  a fgestem de  k ringen  u it te  g aan  ( 1 ). 
H e t  is duidelijk , d a t  deze w ijze v an  b eh an d e len  n au w  sam en
h a n g t m et de successieve opbouw  u it a fzonderlijke  elem enten  
of k ringen . Zij zal h a a r  zin verliezen  n a a rm a te  h e t filte r inge
w ik k e ld e r  w o rd t. D i t  b e p e rk t d an  ook h e t to ep ass in g sg eb ied  
in h o o fd zaak  to t  de rad io , w a a r  men m eesta l eenvoudige filte rs 
bezig t.
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In  de te lefon ie  vo lg t men een geheel an d e re  gedach tengang , 
d o o r a a n  te  slu iten  bij de e igenschappen  v an  de e lec trisch e  
k ab e l. iMen is d aa rm ed e  in s ta a t  de e igenschappen  van  een 
filter, b e s ta a n d e  u it een oneindig a a n ta l  id en tieke  cellen, e x a c t 
a f  te  leiden. D e  e igenschappen  v an  h e t eindige filte r b e s ta a n d e  
u it een gering  a a n ta l , bij v oo rbee ld  tw ee  to t  zes, cellen zullen 
d a a rv a n  des te  m eer afw ijken , n a a rm a te  h e t a a n ta l  cellen ge
rin g e r is. O o k  deze afw ijk ingen  zijn e c h te r  in reken ing  te  
b rengen . D eze m ethode za l h a a r  zin verliezen  n a a rm a te  h e t 
filte r eenvoud iger w o rd t. H e t  to ep ass in g sg eb ied  is d an  ook in 
hooi d zaak  b e p e rk t to t  de te lefon ie, en w e l in h e t b ijzonder to t  
de d raag g o lfte le fo n ie , w a a r  men over h e t algem een zeer sam en
geste ld e  en re la tie f  b reed e  filte rs bezigt.

W ij zullen e e rs t  de g ed ach tengang  u iteen ze tten , die h e t filter- 
p rob leem  te ru g  b re n g t to t  een v a r ia n t  v an  h e t k ab e lp ro b leem . 
D it  le id t d an  tevens to t  een fo rm uleering  van  de inv loed  van  
de eindige lengte van  h e t filter. T en s lo tte  zullen wij d iep e r 
ingaan  op de invloed, die de verliezen  d e r  o n d e rd e d e n  u ito e fe 
nen op h e t g ed rag  van  e lec trische  n e tw erk en .

§ 2. H e t telefonie fitte r  a h  dherete kabel.

D e v o o rtp la n tin g  van  stroom  en spann ing  d o o r een k ab e l 
k an  men v o o rs te llen  a ls de v o o rtp la n tin g  van  een e lectrische

i(s-ds) i(s) i(s+ds)
------------ ------------------------ '5» ---------------ï».

1.
S chem atische  voorste ll ing van  de continue kabel.

golf. D eze v o o rtp lan tin g  k an  men k a ra k te r ise e re n  doo r een 
v o o rtp lan tin g sco n stan te , die b e s ta a t  u it een reëe l deel, d a t  de 
v e ran d erin g  van  de amplitude p e r  leng te-eenheid  van  de k ab e l 
(de dem ping) en u it een im aginair deel, d a t  de phaóeoerandering 
van  de golf p e r  leng teeenheid  van  de k ab e l aangeeft. D eze 
p h asev eran d e rin g  h an g t onm iddellijk  sam en m et de v o o rtp la n 
tingssnelheid  van  de golf langs de kabel.
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D e sp ann ingsva l langs de k a b e l o n ts ta a t  d o o r de spannings- 
v a l langs de se rie im p ed an tie  van  de k ab e l. D e  s tro o m v eran d e- 
ring  langs de k a b e l o n ts ta a t  d o o r de lek stro o m en  langs de 
p a ra lle la d m itta n tie  v an  de k ab e l.

N oem en  wij de se rie im p ed an tie  p e r  leng teeenheid  Z f de p a 
ra lle la d m itta n tie  p e r  leng te  eenheid  Y, d an  verk rijg en  wij voo r 
de som d e r  spann ingen  in de m aas A B C D A  (fig. 1)

— i  (s — ds) +  2i  (s) — i (s +  ds)
Y d s

+  i(s) Z d s  =  o

of, w a n n e e r  wij 
overg aan ,

v o o r de continue k a b e l to t  de lim iet ds — O

—  =  YZi. (1)
d s2

H ie rv a n  lu id t een oplossing

v v ./ \ — I/  EZ. s i(s) — i(o)e
./ v — Os v v - ( a - f  jP)s -  z(o)e =  i(o)e v ' yr/ (2),

w a a rin  de v o o rtp la n tin g sc o n s ta n te  0  de som is van  een reëe l 
gedeelte , de dem ping a, en een im ag ina ir gedeelte , de phase- 
d ra a iin g  /?, be ide  p e r  leng teeenhe id  v an  de kabe l.

In  h e t eenvoud igste  geval, d a t  de se rie im pedan tie  van  de 
k a b e l zu iver in d u c tie f en de p a ra lle la d m itta n tie  zu iver capa- 
c itie f is, w o rd t  Z  =  jooL  en E =  JcoC, zo o d a t

• / \ • / \ —J co \ Z Z C  . s ( rz\t ( s )  = z (o) e y (3)
en dus

a = O

p =  a> L C  .

D e  dem ping a is dus nul, de p h a se d ra a iin g  p re c h t even 
red ig  m et de freq u en tie . D em ping  t r e e d t  e e rs t  op w a n n e e r  bijv. 
de zelfinductie een se r ie w e e rs ta n d  v e rto o n t.

D e n k t m en zich m eer algem een de se rie im p ed an tie  en de 
p a ra lle la d m itta n tie  te  b e s ta a n  u it w illekeu rige  v e rlie sv n je  im- 
p e d a n tie s  d a n  b lijft de v o o rtp la n tin g sc o n s ta n te  im aginair. H e t  
continue verliedorije medium vertoont duó nimmer bet optreden van 
dempingógebieden. W 3j g eb ru ik en  h ie r h e t w o o rd  m edium , o m d at 
de geld igheid  v an  de ste lling  m e t to t  de k a b e l is b e p e rk t, doch 
m eer algem een v an  k ra c h t  is v oo r eenig m edium , w a a r in  zich 
een golf v o o rtp la n t.

W ij g aan  th a n s  ov er to t  h e t filter, d a t  wij ons denken  op 
gebouw d u it een oneindig  a a n ta l  onderling  gelijke cellen. W ij
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m oeten  nu in aanm erk ing  nem en, d a t  de lim ie tovergang  n a a r  
oneindig kleine a fs ta n d en , die wij h ie rboven  to e p a s te n , n ie t m eer 
is geoorloofd . S erie im p ed an tie  en p a ra lle la d m itta n tie  zijn nu 
in d isc re te  p u n ten  geconcen treerd . W ij s tu iten  als h e t w a re  op 
de a to m istiek  van  de k ab e l.

In  de m aas A B C D A  (fig. 2) g e ld t nu

— i  (s — A s) +  2 i(s) — i  (s +  A s)

Y J s

hetgeen  wij kunnen  schrijven  als
j 2 •A i

+ i  (s) Z  A s = o ,

=  Y Z i
A s ‘

(4)

w aarb ij
A2i
A s 2

h e t tw eed e  differentie q u o tiën t van  i  n a a r  s v o o r

s te l t  (2). H ierm ede  is dus, in navolg ing  van  v a n  d e r  P o l  (2), 
h e t ged rag  van  h e t filte r g e k a ra k te r is e e rd  d oo r een d iffe ren tie 
vergelijk ing. E en  oplossing h ie rvan , n a a r  m en d o o r su b s titu tie  
gem akkelijk  k an  verifieeren , lu id t:

i (s ) — i(o)e A s
2 s . . /I/  YZ A arsink I--- -— A s (5)

) ( S - A S )------=►
— v w v

k
i(s)-/(s-4s)

i(s) Ks + a s )  ------- ^

vwv
Z a s

A S

— \N V \/—

<  i(S )-t(S + A S ) 

\ *

4 - - - - - - - - - -

Schem atische voorstell ing
F ig . 2.

v an  de d isc re te  k a b e l  (he t  filter).

W ij m erken  a lle re e rs t  op, d a t  voo r zeer k leine A s de functie
| / ^ Y Z  \

a rs in h  | -------- A s te  v e rvangen  is doo r h e t a rgum ent, w a a r 

d o o r de vergelijk ing  (5) in de oplossing  (2) van  h e t continue 
p rob leem  o v e rg aa t.

H e t  s ta a t  ons nog vrij de le n g te m aa t s te  definieeren. W ij 
k iezen a ls leng te  van  één sectie  A s — I en noem en de len g te 
m a a t s vervo lgens n te r  o n d e rs trep in g  van  h e t fe it, d a t  deze 
g ro o th e id  slech ts d isc re te  w a a rd e n  aanneem t. D e  vergelijk ing  
(5) w o rd t  dan
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i(n) — i(o)e — 2 n ar sink ]/. (6)

In  h e t eenvoud igste  geval Z  =  jcoL  en Y  — jcoC  w o rd t  nu

i(n) — i(o)e — 2n arsinh jcoV—— . . , —2 in
r 4 = i(o) e J arcsin co \ ——

' 4 =
co./ , — 2\jn arcsin— .. . — (aiß)n— i(o) e coi —- z(o) e

(7)

w a a r in  co, =
L C
----- en w a a rin

4
d ra a iin g  p e r  cel u itd ru k k en , 
vergelijk ing

a en ft re sp . dem ping en ph ase- 

V o o r  a en ft v inden wij dus de

. co
= sink a + j ß  

2

. j a ft . a . ft
sin/i — cos — b / cosh — sin —

2 2 2 2 ’

H e t  reëe le  deel m oet gelijk nul zijn. D i t  k a n  in de e e rs te  p la a ts  
w a n n e e r  a = o, d an  w o rd t

co - ft o . c o—  =  sin — , ft =  2 are sin  —
COj 2 co, (8)

D it  k a n  blij kb  a a r  a lleen  gelden  v oo r freq u en tie s  co k le in e r dan  

co,. D i t  v e r le e n t co, =  j / —̂ b e t e e k e n i s  van  eengrenófrecjuentie. 

D e  tw eed e  m ogelijkheid is ft = n> d an  w o rd t

co 7 a co
—  =  cosh — , a = 2 a r  cos k  —  
co, 2 co, (9)

D it  k a n  b lijk b a a r  a lleen  gelden  voo r freq u en tie s  co g ro o te r  d an  
co,. V o o r  freq u en tie s  co beneden  de g ren sfreq u en tie  co, is dus, 
evenals  bij de ideale  k ab e l, de dem ping iden tiek  nul, de phase  
lo o p t aan v an k e lijk  lineair, la te r  s te ile r  op, to td a t  zij bij de 
g ren sfreq u en tie  de w a a rd e  n  b e re ik t. D eze w a a rd e  b lijft v oo r 
hoogere  freq u en tie s  behouden , nu b e g in t de dem ping ech te r 
a b ru p t  op te  loopen  (hg. 3). De overgang van de continue naar 
de d loc re ie kabel heeft geleid tot het optreden van een demping o band 
boven de frequentie co,. W ij sp rek en  van  een la a g d o o rla te n d  fil
te r  v an  h e t g ro n d ty p e . V o o r zeer lage freq u en tie s  g a a t  de 
vergelijk ing  (7) voo r h e t la a g d o o rla te n d  filte r o ver in die voo r 
de continue k ab e l. D e  argelooze on d erzo ek er, die, g ew ap en d  
m et lage freq u en tie s , d it f ilte r zou b e s tu d e e re n , zou geen o n d e r
scheid  m et de continue k a b e l co n s ta tee re n , de a to m istiek  zou 
a a n  hem voorb ijgaan . E e r s t  w a n n e e r  hij hoogere freq u en tie s  
bezig t, kom t deze a to m istiek  to t  u iting, aan v an k e lijk  in h e t
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sn e lle r  dan  lin ea ir op loopen  van  de phase , vervo lgens in h e t 
o p tre d e n  v an  dem ping en h e t v e rd e r  c o n s ta n t blijven van  de 
phase . Bij de g ren sfreq u en tie  is de p h a se d raa iin g  p e r  cel n, de 
golflengte langs h e t filte r is d an  dus gelijk a a n  de lengte v an

D e m p in g  (boven )  en p h a s e d ra a i in g  (o n d e r )  p e r  cel van  he t  laagdoor-  
la ten d e  filter v an  he t  g ro n d ty p e  als functie  van  de f requen tie .

afgeslo ten  m et de go lfw eers tan d .
— één cel a a n  beide  zijden afges lo ten  m et een c o n 

s tan te  w e e r s t a n d  R  =  \ / L j C  .
- tw e e  cellen a a n  beide zijden afges lo ten  m et een 

co n s tan te  w e e r s ta n d  R  =  J /  L , C .

tw ee  cellen. D it  le id t to t  de form uleering , d a t  de a to m istiek  
zich e e rs t  d o e t gelden  voor die golven, w a a rv a n  de golflengte 
n ie t m eer g ro o t is ten  opzichte van  de lengte d e r  cellen.

Bezien wij de form ule (6) nog eens in h a a r  algem eenheid , 
d an  c o n s ta te e re n  wij, d a t  voo r een id e a a l filte r (w a a rv o o r  Y
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en Z  zu iver im aginaire  g ro o th ed en  zijn) de g ro o th e id  Y Z j4 s teed s 
zu iver reëe l is.

U it  de vergelijk ing

=  sink
a ß a . ß

—  cos — +  jcosh  —  sin — 
2 n 2 n 2 n 2 n

v a lt  d an  eenvoudig  a f  te  leiden, d a t  voo r w a a rd e n  — 1 <C Y Z 14. <C o 
een d o o rla tin g sg eb ied  (a = o, /$ ^  o), voo r de overige w a a rd e n  
een dem pingsgebied  o n ts ta a t  (a o, fi een geheel veelvoud van  71). 
JVe zien  duó, dat het óamenklonteren van de continue verdeelde 
oerLeunpedanlieo en paralleladmittantieó van een kabel lot de discrete 
<tene impedantie*) en paralleladmittantieó van een Jiller leidt Lot het 
oplreden van een o f  meerdere de m ping ó- o f  abóorptiebanden.

H e t  b eh o e ft ons n ie t te  v e rw o n d eren  d a t  geheel analoge 
versch ijnselen  bijv. o p tre d en  bij h e t v o o r tp la n te n  van  golven 
d o o r m aterie . D e  a to m a ire  opbouw  d e r  m ate rie  h e e ft op de 
g o lfv o o rtp lan tin g  een invloed  die volkom en analoog  is a a n  die 
van  de d isc re te  opbouw  van  de k abe l. ^ V o rd t, voo r zeer hooge 
freq u en tie s , de golflengte k le in e r d an  tw e e m aa l de ro o s te ra f-  
s ta n d  d e r  a tom en, of de a fs ta n d  v an  d ee ltje s  in een p o e d e r
vorm ige m assa , d an  tre d e n  op een zelfde w ijze als h ie r b e 
schreven , dem pingsversch ijnselen  op.

§ 3. H et eindige filter  a h  eindig medium.

W ille n  wij de e igenschappen  lee ren  kennen  van  h e t eindige 
filter, d a t  s lech ts u it enkele cellen b e s ta a t ,  d an  m oeten  wij deze 
eindigheid  in te rp re te e re n  in de h ierboven  on tw ik k e ld e  v o o rs te l
ling van  de g o lfv o o rtp lan tin g . D a a r to e  m oeten  wij h e t medium 
w a a rin  de v o o rtp la n tin g  p la a ts  v ind t, hetzij de continue dan  
w el de d isc re te  k ab e l, beha lve  d o o r de v o o rtp la n tin g sc o n s ta n te  
k en sch e tsen  d o o r een tw eed e  g ro o th e id : de golfweeroland. D eze 
g o lfw e e rs ta n d  Z /  op een b e p a a ld  p u n t in een oneindig  lange 
k a b e l is p e r  definitie de verhoud ing  tu sschen  spann ing  en stroom  
in d a t  p u n t

Z / = j .  (11)
P la n t  zich een golf v an  één m edium  n a a r  een a n d e r  m edium  
m et an d e re  g o lfw ee rs tan d  v o o rt, d an  is a a n  beide  zijden van  
h e t g ren sv lak  de g o lfw ee rs tan d , dus de verhoud ing  tu ssch en
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stroom  en spanning, versch illend . A an  de g re n sv o o rw aa rd e n , 
d a t  stroom  en spann ing  geen sp rong  m ogen vertoonen , k an  dus 
n ie t w o rd en  vo ld aan .

N em en  wij e ch te r v a n u it h e t g ren sv lak  tevens een terug loo - 
pende golf aan , d an  kunnen  wij w el a a n  de g re n sv o o rw a a rd e n  
voldoen. A an  de overgang  van  tw ee  m edia m et versch illende

Fig. 4.
Analogie  tusschen  he t  eindige filter en de go lfvoo r tp lan t ing  do o r  v e r 

schillende media.
B oven  : F i l te r  m et ingangs-  en u i tg an g s im p ed a n t ie  resp .  Z ft en Z / u en

a fs lu i t im pedan t ies  resp .  Z l  en Z u>
B e n e d e n :  S t r a le n g a n g  bij v o o r tp lan t in g  van  een golf  v a n u i t  m edium  I

v ia  m edium  F  n a a r  m ed ium  U. V o o r  de duide li jkheid  zijn de 
s tra len  o n d e r  een kleine hoek  m et de  ho r izon ta le  lijn ge teekend .

g o lfw eers tan d  t r e e d t  dus een gereflec teerde  golf op. D e  m ate  
van  reflectie  w o rd t  u its lu iten d  b e p a a ld  d o o r de verhoud ing  
d e r  beide g o lfw eers tan d en  en n ie t d o o r de v o o rtp lan tin g s- 
co n stan te . ])

W a n n e e r  wij nu de e igenschappen  w illen  lee ren  kennen  van  
h e t eindige filtersegm ent, m oeten  wij d it a ld u s fo rm uleeren , d a t  
h e t segm ent a a n  beide zijden n ie t m eer m et de g o lfw e e rs ta n d

l) In  de op t ica  schrijft  m en d ikw ij ls  reflectie a a n  de  g rens  v an  tw e e  
m ed ia  toe aan  h e t  versch il  in b rek in g s in d ex  n . D i t  is p r inc ip iee l  g e sp ro k en  

onjuist.  D e  b rek ings index  n  =  \ / £ tu k o m t overeen  m et de voo r tp lan t ings-  
cons tan te ,  h ierin  s te l t  s de d ië lec tr ische  cons tan te ,  de m agne tische  p e r 
m eabil i te i t  voor. D e  groo the id  n  b e p a a l t  w e l  de voo r tp lan t in g ssn e lh e id  
doch  n ie t  de  reflectie. D e z e  reflectie w o r d t  b e p a a ld  door  de g o l fw e e rs ta n d

. A an g ez ie n  ech te r  bij op tische  m ed ia  de m agne tische  pe rm eab i-

li teit p rac t i s ch  gelijk 1 is, k an  men straffeloos de b rek in g s in d ex  voor  de 
reflectie  v e ra n tw o o rd e l i jk  stellen.
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doch m et an d e re  im pedan ties  is a fgeslo ten . H e t  g e ld t h ie r dus 
de behandeling  v an  een golf, die zich v an  h e t m edium  I  (fig. 4) 
(de ingangsim pedan tie) v ia  h e t m edium  F  (h e t fd te r) n a a r  h e t 
m edium  U  (de u itg an g sim p ed an tie ) v o o rtp la n t.

Z o o a ls  fig. 4 d o e t zien, b e la n d t in h e t m edium  U  n ie t alleen  
de d o o r tw ee  reflecties v e rz w a k te  d irec te  golf, doch eveneens 
een g roep  golven, die 2, 4 . , . . . enz. reflecties h ebben  o n d e r
gaan . D eze b ijd rag e  to t  de dem ping, die a l n a a r  de p h ase  zoo
w el p o sitie f a ls n eg a tie f  k an  zijn, p leeg t m en als in te rfe re n tie -  
verlies  (in te rac tio n  loss) te  b e tite le n  ').

H e t  is duidelijk , d a t  deze wijze van  in te rp re ta tie  physisch  
a llengs h a a r  aanschouw elijkhe id  v e rlies t, w a n n e e r  de v e rsch il
lende gereflec teerde  golven n ie t a ls a fzonderlijke  na  e lk a a r  
kom ende versch ijnselen  zijn w a a r  te  nem en. M a th e m a tisch  b lijft 
de m ethode n a tu u rlijk  a ltijd  van  k ra c h t (3), zelfs a l zou h e t 
filte rsegm en t s lech ts u it d rie  of zelfs tw ee  im p ed an ties  b e s ta a n .

In  vele gevallen  h e e ft h e t e c h te r  zin de afzonderlijke  golven 
ook m athem atisch  n ie t a fzonderlijk  to t  u itd ru k k in g  te . b rengen . 
D e  v ie rp o o lth eo rie  le v e rt ons dan , indien  wij de effectieve 
v o o rtp la n tin g sc o n s ta n te  T  — a +  jb  en de v o o rtp lan tin g sco n - 
s ta n te  v o o r h e t oneindige filte r © =  a +  j/3 noem en, de volgende 
form ule

e T — cosh © +  iu (—  +  \ S^ L © •
V? Z r )

H ie rin  zijn filte r en a fs lu itw e e rs ta n d  a a n  in- en uitgangszijde 
sym m etrisch  o n d e rs te ld  en is Z{ — Z u = R  en Zji — Z fu — Z f  ge
noem d. W ij la te n  de behandeling  van  h e t m eer algem eene ge
val, d a t  in- en u itgangszijde n ie t sym m etrisch  zijn, ach te rw eg e . 
B lijk b aa r w o rd t  T  — © voo r Z f  — R .

W ij zullen d it r e s u l ta a t  nu to e p a sse n  op h e t reed s  genoem de 
la a g d o o rla te n d e  filter. V o o r  één cel van  d it f ilte r (fig. 3) geld t, 
w a n n e e r  wij x  =  co/co 1 a ls  gereduceerde frequentie  invoeren , volgens (7)

. 7 0  . cd suilt — = /  —  =  ix  , 
2  C01

) de op t ica  t r e e d t  een zeer  ana loog  g ed rag  op bij he t  etalon. D i t  
i n t e r f e r e n t i e - a p p a ra a t  van  hoog op lossend  verm ogen  b e s t a a t  u it  tw e e  e v e n 
wijd ige  h a l fd o o r la ten d e  z i lveren  spiegels. D e  h e rh aa ld e  reflecties b ep a len  
h ie r  op soortgelijke w ijze  een v e r s te rk e n  resp .  u itdooven  v a n  de p r im a ire  
l ich ts traa l .
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en dus sink 0  = 2 j x  j/ \ — x~ \ 

cosh 0  =  I — 2 x 2 .
(14)

en

V o o r  h e t b ep a len  van  de g o lfw e e rs ta n d  m oeten  wij e e rs t  u it
m aken  op w elke  pu n ten  wij de coupures in cellen w illen  a a n 
brengen . W ij kiezen a ls vo o rb ee ld  de coupure in h e t m idden 
van  de serie im pedan tie  (Z -cel). D e  filte rth eo rie  geeft v o o r de 
g o lfw ee rs tan d  de volgende u itd ru k k in g  (4)

2> = f c ^ - x (15)

i L
H ie rin  s te l t  j /  — de g o lfw e e rs ta n d  voor, die de overeenkom stige

continue k a b e l zou b ez itten . D e fa c to r  j / l  — x 2 is a a n  de a to m is
tie k  te  danken , zij b e w e rk s te llig t d a t  Z /  s lech ts v o o r x  <C I 
reëe l is en d a a rb o v e n  im ag ina ir w o rd t. S lech ts v oo r freq u en tie s  
beneden  de g ren sfreq u en tie  k a n  h e t filte r dus a a n  de ingangs- 
zijde energie opnem en (d o o rla a tb a n d ),

K iezen wij a ls a fs lu itim p ed an tie  een c o n stan te  w e e rs ta n d , 
d an  is h e t duidelijk , d a t  h e t fd te r  slech ts v o o r één freq u en tie

goed k an  w o rd en  afgeslo ten . K iezen wij R  =  dan  d it

dus s lech ts v o o r de freq u en tie  nul h e t geval. S lech ts v o o r deze 
freq u en tie  blijven dem ping en p h ase  o n v e ran d e rd , o v era l e lders  
w o rd en  zij gew ijzigd. C om binatie  van  de vergelijk ingen  (12), 
(14) en (15) le id t to t  ])

a =  In j/1  H- x e neper — i o log ( I +  x 6) d B

b — arctg
x  (2 — x 2) (16)

2 x ‘

V o o r  een filte rsegm en t b e s ta a n d e  u it twee Z -cellen v inden  wij 
op soortgelijke  wijze v o o r dem ping en p h ase  p e r  cel

a —

b =

In j/ 1 +  4X8 4- 16  x 6 — 16 x

1 2X (2 — Kx2 -F 2 x 4)
i  a r c tg ---- -̂----- ------------ d  .
& Q o  2 . o  4i — 8x  +  8x

10

Z o o a ls  fig. 3 d o e t zien, w ijken  de e igenschappen  van  een 
segm ent b e s ta a n d e  u it één cel, a a n  beide zijden a fg es lo ten  op

L) O p  deze  fo rm ules  w e r d  schrijver  g ew ezen  do o r  I r  H .  v a n  d e  W e g  
v a n  d i t  la b o ra to r iu m .
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de aangegeven  w ijze, nog tam elijk  veel a f  van  die van  h e t 
oneindige filter. V a n  tw ee  cellen zijn de afw ijk ingen  reed s  a a n 
m erkelijk  geringer. V o o r een nog g ro o te r  a a n ta l  cellen zijn, 
behalve  v oo r de g ren sfreq u en tie  zelve, de afw ijk ingen  geleidelijk  
te  v e rw aa rlo o zen  klein . D a t  bij de g ren sfreq u en tie  de g ro o ts te  
afw ijk ingen  o p tred en , b eh o e ft ons n ie t te  v e rw o n d eren , de fil- 
te rim p ed an tie  im m ers w o rd t  h ie r volgens 15) gelijk nul, zo o d a t 
de reflectiecoëfficiënten een m axim um  bere iken .

§ 4. De invloed der verliezen.

D e b erek en in g  van  de e igenschappen  v an  filte rs  is een n e te 
lige zaak . K enerzijds m oet men, om to t  num erieke gegevens te  
ge rak en , de m oeizam e w eg  d e r  vlijtige b erek en in g  b ew an d elen . 
A nderzijds w il m en toch, los v an  een dergelijke g ed e ta ille e rd e  
bereken ing , een g lo b aa l inzicht verk rijgen  in de inv loed  van  de 
versch illende  fac to ren , die hierbij een ro l spelen . D i t  t r e f t  w el 
h e t m eeste  bij de invloed, die de verliezen  d e r  afzonderlijke  
e lem enten  op de ged rag ingen  van  h e t u ite indelijke  filte r u itoefenen .

V e ro n d e rs te lt  m en nam elijk, d a t  deze elem enten  vrij v an  v e r 
liezen zijn, d an  k a n  men m et de b ekende  num erieke en g rap h i-

— 0515MD—  - ^ W ^ - n R R n j u ^ —  a>
Z=j ojL Z=R+j(i)L 

IIC
\\C II
II G

L-TmiLrirü-J
y= jcoc y=G+JCüC 41389

Fig. 5.
V e rv a n g in g ssc h e m a  v an  de ideale  ( l inks)  en de ac tuee le  e lem enten  ( r e c h t s ) :

a) de ac tueele  zelfinductie is te b e sc h o u w e n  als een idea le  zelf inductie  
L  in serie m et een reëele w e e r s t a n d  R ,

b) de ac tuee le  cap ac i te i t  is te b e sc h o u w e n  als een ideale  c ap ac i te i t  C  
pa ra l le l  a a n  een reëele afleiding G.

sche m ethoden  b e trek k e lijk  snel to t  een r e s u l ta a t  g e rak en . In  
d it r e s u l ta a t  is de inv loed  d e r  verliezen  m ath em atisch  w e lis 
w a a r  op eenvoudige wijze te  v e rd isco n tee ren , de num erieke u it
w erk in g  e c h te r  w o rd t  bu itengew oon  om slachtig .

"We zullen nu la te n  zien, d a t  m en op b asis  van  een v e re e n 
voudigende o n d erste llin g , eenige zeer algem eene b e trek k in g e n  
k a n  afleiden, die bovend ien  een aanschouw elijke  in te rp re ta t ie  
to e la te n  5).
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D e idea le  zelfinductie heeft een zu iver im aginaire  im pedan tie , 
die van  de ac tu ee le  zelfinductie is com plex. D eze com plexe 
im pedan tie  kunnen  wij v o o rs te llen  als een v e r lie sw e e rs ta n d  R  
in serie  m et de zelfinductie L  (fig. 5). D e  im pedan tie  w ijzigt 
zich dus a ls  v o lg t:

Z  = j  co L  -> R  + j  co L .  (18)

O p dezelfde wijze kunnen  wij de verliezen  van  een co n d e n sa to r  
v o o rs te llen  d o o r een p a ra lle lw e e rs ta n d  ov er de co n d en sa to r. 
D e  a d m itta n tie  w ijzig t zich d an  a ls vo lg t

Y  = jc o  C-> G + jao  C , (19)

w a a r in
W ij

G de geleiding van  de v e rlie sw e e rs ta n d  v o o rs te lt, 
schrijven  de form ules (18) en (19) nu in de volgende vorm

(

n  \
— +  j m \ L  =  (q + jc o )  L  

Y  = G +  j co C =  ^  +  j  C  =  (y +  j

(20)

D e  overgang  van  de ideale  n a a r  de ac tuee le  spoel kom t dus, 
m et behoud  van  de o o rsp ro n k e lijk e  zelfinductie, n ee r op h e t 
v e rv an g en  v an  de im ag inaire  g ro o th e id  j  co d o o r de com plexe 
g ro o th e id  q + j  co. H ie r in  s te l t  q = R /L  de verliejmaat van dc opoel 
voor. O p  dezelfde w ijze kom t de overgang  v an  de ideale  n a a r  
de ac tuee le  co n d en sa to r, m et behoud  v an  de oo rsp ro n k e lijk e  c a p a 
c ite it, n ee r op h e t verv an g en  van  de g ro o th e id  J  co d o o r y + J  co, 
w a rin  y — G jC  de verileomaal van de condensator v o o rs te lt.

D e  vereenvoud igende  v e ro n d ers te llin g , die wij nu invoeren , 
is, d a t  de v e rlie sm aten  v an  alle  spoelen  en c o n d en sa to ren  in 
h e t n e tw e rk  a a n  e lk a a r  gelijk zijn. D eze v e rlie sm aa t noem en wij 
k. A an  deze v e ro n d e rs te llin g  is gew oonlijk  n ie t vo ld aan . G e 
m eenlijk zijn w e lisw a a r  de v e rlie sm aten  d e r  spoelen  onderling  
gelijk en evenzoo die d e r  co n d en sa to ren , doch is de v e rlie sm aa t 
d e r  spoelen  aan m erk e lijk  g ro o te r  d an  die d e r  co n d en sa to ren . 
M en  k a n  e c h te r  bew ijzen d a t  men in d a t  geval v o o r k  h e t gem id
delde  v an  q en y m oet nem en en d a t  een k leine co rrec tie  in de 
freq u en tie  m oet w o rd e n  ingevoerd , die e c h te r  in de m eeste  gevallen  
is te  v e rw aa rlo o zen . W ij o n d e rs te llen  v o o rts , d a t  R e  n G in h e t 
beschouw de freq u en tieg eb ied  n ie t v an  de freq u en tie  afhangen .

B aseeren  wij ons nu op de g ro o the id  k  =  q — y, d an  kunnen  
wij de volgende conclusie t r e k k e n :
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Z ijn  van een ideaal netwerk de eigenschappen a h  functie  van de 
frequentie en van de waarden der onderscheidene zelfinduclles en ca
paciteiten bekend, dan ifolgen daar ui t onmiddellij k  de eigenschappen 
van het actueele netwerk, dat met verhezen behept Is, door In de fo r 
mules de Imaginaire grootheid j  co door de complexe grootheid k  + j  co 
te vervangen.

ordl dus een eigenschap van het Ideale netwerk voorgesteld door 
een analytische functie  van het argument j  co, die wij f  ( j  co) willen 
noemen, dan wordt deze ze lfde  eigenschap voor het actueele netwerk 
voorgesteld door dezelfde functie  van het complexe argument k  +  j  co, 
dus door f  (k  +  j  co).

H e t  filte rtechn ische  p rob leem  van  h e t bepalen  van  de inv loed  
d e r  verliezen  op de e igenschappen  v an  een n e tw e rk  is h ierm ede 
dus te ru g g e b ra c h t to t  h e t m ath em atisch e  p rob leem  van  h e t b e 
p a len  v an  de w a a rd e n  v an  een com plexe functie  f  v o o r com 
p lex  a rg u m en t k  -f- j  os, w a n n e e r  de w a a rd e n  v o o r im ag ina ir a rg u 
m ent j  co b ek en d  zijn.

D i t  p rob leem , w a a rv a n  de op lossing  in de th eo rie  d e r  com 
plexe lun c ties  is gegeven, zullen wij nu n a d e r  o n d er oogen zien. 
W e  zullen d aa rb ij kom en to t  een v ie r ta l  fo rm uleeringen , w a a r 
v an  wij e r  d rie  n a d e r  zullen b eh an d e len  en w aa rb ij wij de n a d ru k  
zooveel m ogelijk op de aanschouw elijke  in te rp re ta tie  van  de 
m athem atische  fo rm uleering  zullen leggen.

D e  re la tie s , die wij d aa rb ij zullen afleiden, zijn u it de a a rd  
d e r  z a ak  n ie t b e p e rk t to t  de to ep ass in g  op e lec trisch e  n e tw erk en , 
zij gelden voor alle  lin ea ire  sy stem en  die a ls  functie  van  de tijd  
v e ran d e rin g en  o n d erg aan , dus bijv. ook v oo r m echanische s y 
stem en.

§ 5. De methode van de loodrechte afgeleide.

V o o r een eigenschap  van  h e t n e tw e rk , die wij d o o r de functie  
ƒ  v o o rs te ld en , k iezen wij de v o o rtp la n tin g sc o n s ta n te  0  =  a +  j  fi. 
E r  g e ld t dus

f  (k + j  ao) = a + j f l  (21)

V o o r een dergelijke  com plexe functie  geld t, he tgeen  m en d o o r 
d iffe ren tiee ren  n a a r  k  re sp . oo gem akkelijk  k an  verifieeren

da  d j
d k  d oo f

>
d /3 — d a \

(22)
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D it  zijn de bekende  d iffe ren tiaa lvergelijk ingen  v a n C a u c h y -  
R i e m a n n  u it de th eo rie  d e r  functies v an  een com plexe v e r 
anderlijke . O m  ons h ie rv an  een aanschouw elijk  bee ld  te  m a
ken, denken  w e ons a en /? a ls  tw ee  o p p erv lak k en , die een 
functie  zijn van  de co ö rd in a ten  k  en co. D e  re la tie s  (22) be- 
teek en en , d a t  in tw ee  overeenkom stige  p u n ten  v an  de beide o p 
p e rv lak k e n  de helling v an  h e t o p p e rv lak  a in de /è-richting ge
lijk is a a n  de helling van  h e t o p p e rv lak  in de co-richting. 
E venzoo is de helling van  h e t o p p e rv lak  ƒ? in de /é-richting ge
lijk aan  de helling  van  h e t o p p e rv lak  a in de co-richting, doch 
m et h e t nega tieve  teeken . In  h e t b ijzondere geval d a t  ons th a n s  
in te re s se e r t, kennen  wij van  de beide o p p e rv lak k en  slech ts de 
w a a rd e  op de co-as d.w .z. v oo r een v e rlie sm a a t k  — o. AVij 
w enschen  de w a a rd e  van  de o p p e rv lak k en  te  lee ren  kennen  
voo r een w a a rd e  k } die een w einig  van  O afw ijk t. D e  v e rg e 
lijkingen (22) lee ren  ons nu, d a t  de gezochte v e ran d e rin g  van  a 
m et k  gelijk is a an  de bekend v e ro n d e rs te ld e  v e ran d e rin g  van  /3 
m et co en evenzoo d a t  de gezochte v e ran d e rin g  van  m et k  
gelijk is a a n  de bekend v e ro n d e rs te ld e  v e ran d e rin g  van  a m et 
co, e c h te r  m et h e t negatieve  teeken . D e  vergelijk ingen (22) d ru k 
ken  dus re la tie s  u it tu sschen  afgele iden  van  de o p p e rv lak k en  
a en /?, die zijn genom en in lo o d re ch t op e lk a a r  s ta a n d e  r ic h 
tingen.

D o o r T a y lo ro n tw ik k e lin g  v inden w i j : ])

/ 7 v / x j da (o , ao) . . Ld/3 (o , co)a (k, co) — a (o, co) -b k ---- — ----= a (o , co) + k ----- --------  i
<3 co

/? (k, co) = P (O, co) +  k  =  P (o, co) -  k  ^  w) \

(23)

D e  „m ethode d e r  lo o d rech te  a fgele ide" s te l t  ons dus in s ta a t  
u it de bekende  w a a rd e n  v an  a en f$ op de co-as (k  =  o) de 
w a a rd e n  in de onm iddellijke nab ijhe id  d a a rv a n  (k  é o) a f  te  
leiden. W ij zullen d it nu a a n  eenige v o o rb ee ld en  toe lich ten .

A ls e e rs te  v o o rb ee ld  nem en wij w e e r  h e t la a g d o o rla te n d e  
fd te r van  h e t g ro n d ty p e  (fig. 6). O m  de inv loed  d e r  verliezen  
op de dem ping te  b ep a len  m oeten  wij dus h e t verloop  van  
P (co) in oogenschouw  nem en. V o o r  lage freq u en tie s  lo o p t

l) D e  eers te  aan d u id in g  van  deze  re la t ie  is te v inden  bij H .  F . 
M a y  e r  6 ) ;  E . A. G u i  l l e m  i n  7)  w e e s  er  op, d a t  de re la t ies  b e ru s ten  
op de theorie  d e r  complexe functies.



124 J. F. SCHOUTEN

0 ~2(üj

Fig .  6.
G e teek e n d e  modellen  v a n  de dem ping  a (>£, co) (boven )  en de p h a se  

co) (o n d e r )  v an  h e t  la a g d o o r la te n d e  filter v a n  h e t  g ro n d ty p e .
D e  modellen  gelden  bij b e n a d e r in g  ook voor  een smal ban d d o o r-  
la te n d  filter van  he t  g ro n d ty p e  w a n n e e r  bij alle f req u en t ie s  de g e 

m idde lde  f req u en t ie  coq v an  h e t  d o o r la a tg e b ie d  w o r d t  opgete ld .
D e  streeplijn  geeft  de w a a r d e  k  — o .i coi , de stippellijn de  w a a r d e  k  — o.o^ coi aan .
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nagenoeg  lin ea ir op, de helling is co n s ta n t, de v e rlie sm aa t k  
v e ro o rz a a k t dus een constante dem ping van  h e t filte r in h e t lage 
d o o rla a tg e b ie d . D eze dem ping stijg t, n a a rm a te  de freq u en tie  
d ic h te r  bij de g ren sfreq u en tie  kom t, gezien de g ro o te re  helling 
van  ft (co) in d a t  gebied. In  h e t dem pingsgeb ied  e c h te r  w o rd t  /? 
p lo tse ling  c o n s ta n t. H ie r  h ee ft dus de v e rlie sm aa t in e e rs te  
b en ad erin g  geen toenam e van  de dem ping tengevolge.

W a t  de inv loed  d e r  verliezen  op de p h a se d ra a iin g  ƒ? b e tre f t ,  
beginnen wij m et te  c o n s ta tee re n , d a t  in h e t d o o rlaa tg e b ie d  a 
c o n s ta n t is (en w el nul). H ie r  oefenen de verliezen  dus in e e rs te  
b en ad erin g  geen inv loed  u it op de p h a se d raa iin g . D eze  inv loed  
b eg in t e e rs t  a b ru p t  boven  de g ren sfreq u en tie  en v e rm in d e rt 
d a n  geleidelijk . D o o r  h e t n eg a tiev e  teek en  in de form ule (22) 
d a a l t  ft o n d e r invloed  van  k.

D e c o n s tan te  toenam e v an  de dem ping in h e t d o o rla a tg e b ie d  
is een be lang rijke  g roo the id . W ij kunnen  deze gem akkelijk  in 
q u a n tita tie v e  vorm  b rengen . V o o r de afgeleide van  ft g e ld t in 
h e t lage d o o rla a tg e b ie d

dß _  2 
dco cox

O  n d e rs te llen  wij, d a t  de v e rlie sm a a t d e r  co n d en sa to ren  is te  
v e rw aa rlo o zen , d an  g e ld t k  =  q/2 en d e rh a lv e

a — k  = -----  N e p e r/c e l (24)
dco coxL  '

D e dem ping is dus om gekeerd  even red ig  m et de b re e d te  van  
h e t filter.

A ls tw e e d e  v o o rb ee ld  noem en wij h e t b a n d filte r  v an  h e t 
g ro n d ty p e . D i t  is gew oonlijk  m et goede b en ad erin g  te  b esch rij
ven als een verschoven  la a g d o o rla te n d  filter, w aa rb ij de g ro o t
heid  co! o v e rg a a t in de geheele of halve  b re e d te  v an  h e t b an d - 
filter. V o o r een filte r van  c o n s tan te  b re e d te  w o rd t dus de 
dem ping in h e t d o o rla a tg e b ie d  b e p a a ld  d o o r de v e rlie sm aa t d e r  
spoelen  en co n d en sa to ren , o n a fh an k e lijk  van  de ligging van  d it 
d o o rla a tg e b ie d  in de fre q u en tie b a n d . D it  is de red en , w aa ro m  
wij v o o r zulke filte rs  de spoelen  liev e r k a ra k te r is e e re n  m et de 
v e rlie sm a a t q = R /L  d an  m et de veel g eb ru ik te  k w a lite it  Q = coL/R . 
O o k  v oo r b an d filte rs  g e ld t algem een, d a t  de dem ping om gekeerd  
ev en red ig  is m et de b re e d te  van  h e t filter.
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§ 6. De methode van het vliet model.

D iffe ren tiee ren  van  de vergelijk ingen  (22) n a a r  k  en co le id t 
to t  de volgende u itd ru k k in g en

(25)

D it  zijn de bekende  d iffe ren tiaa lv erg e lijk in g en  van  L a p  1 a c e  
die een v o o rw a a rd e  a a n  de o p p e rv lak k en  a (k, cd) re sp . /i (k, cd) 
opleggen.

D e vergelijk ing  d o e t denken  a a n  de d iffe ren tiaa lv erg e lijk in g  
van  h e t z.g. m inim aal o p p e rv lak , w a a rv a n  h e t k lassiek e  v o o r
bee ld  h e t zeepvlies is. D eze vergelijk ing  lu id t

/da  \ 21 d* a  ̂ da da d*a J  ̂ I da \
\ dco ) \ dV dk dco dkdco } \ dk)

K iezen wij de hellingen dajdk en da/doo k lein , d an  g a a t  de v e r 
gelijking in die v an  L a p l a c e  over. Voor zu lke  kleine hellingen 
kan men dut een oppervlak, dat moet voldoen aan de differentiaal
vergelijking van Laplace , met voldoende benadering voortlellen door 
een zeepvliet. O o k  m ag men h e t o p p e rv lak  v o o rs te lle n  d o o r een 
e la s tisch  m em b raan  bijv. een ru b b e rm e m b ra a n  d a t  v o o r kleine 
hellingen d o o r dezelfde vergelijk ing  w o rd t  b e n a d e rd  8). D i t  le id t 
ons dus to t  de volgende aanschouw elijke  v o o rste llin g . K e n t men 
bijv. de dem ping a langs één ol a n d e re  co n to u r, ‘) d a n  kunnen  
wij h e t d a a rb in n e n  gelegen o p p e rv la k  a (k, co) verw ezen lijken  
d o o r van  de co n to u r een d ra ad m o d e l te  v e rv a a rd ig e n  en d a a r-  
tu ssch en  een zeepvlies a a n  te  b rengen . B ehalve  d a t  men m et 
deze m ethode in beginsel de m ogelijkheid h e e ft h e t geheele 
o p p e rv lak  a of @ u it te  m eten, b ie d t zij m eer g lo b aa l de m oge
lijkheid  een gevoel te  o n tw ik k e len  v o o r de w ijze, w a a ro p  de 
verliezen  h e t verloop  v an  a en /? zullen beïnv loeden .

H e rin n e re n  wij ons bijv. h e t fe it, d a t  bij h e t la a g d o o rla te n d

T) W i j  h e b b e n  a s lechts  langs  de  co-as b ek en d  onders te ld .  G ew oon l i jk  
ech te r  is a ook langs  eenige a n d e re  lijnen (b .v .  de  k-a.s ol een c irkel op 
groote  a f s ta n d  v a n  he t  m id d e lp u n t  k — Qy co =  o) exac t  o f  b e n a d e rd  a a n  te
geven.



Z eepv liesm odel  van  de
filter van

Fig. 7.
dem ping  n ( / ’, co) voor  het la ag d o o r la te n d e  
het g ro n d ty p e  (verg. hg. 6).

Fig. 8.
Z eepv liesm odel  van  de phase  /? ( /’, co) voor  het la ag d o o r la te n d e  filter 

het g ro n d ty p e  (verg. fig. 6). D e  c o ö rd in a a t  k  is h ier te r  wille 
van de duidelijkheid  van  het vlies n a a r  voren gekozen.

van



Zeepv liesm odel  van de
i d l e r  v a n

Fig. 9.
dem ping  a ( /’, co) van het 
hel g ro n d ty p e  (verg. fig.

b a n d d o o r la te n d e
6).



Fig. 10.

Z eepv liesm odel  van  de dem ping  a ( /’, co) van
fdler  van  het g e t ra n s fo rm e e rd e

het b a n d d o o r la te n d e  
type .

Zeepv liesm odel  van 
he t  ge t rans lo rm ee i

Fig. 11.
de ph ase  /? ( /’, co) van  het la ag d o o r la te n d e  filter 
’de type . D e c o ö rd in a a t  k  is h ier  evenals  in fig. 

n a a r  voren gekozen.

van
8
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filte r v an  h e t g ro n d ty p e  de toenam e van de dem ping nabij de 
g ren sfreq u en tie  stijg t. E en  gevoel v o o r de e igenschappen  van  
een zeepvlies m a a k t ons d it g ed rag  onm iddellijk  duidelijk . H e t  
dem pingsgebied  t r e k t  im m ers in h e t nabije  d o o rla a tg e b ie d  h e t 
vlies re la tie f  s te rk e r  omhoog.

In  de figuren 7'—d l  geven wij eenige re p ro d u c tie s  v an  zeep- 
v liesm odellen  w eer, voo r n a d e re  b ijzonderheden  w a a rv a n  wij 
n a a r  de oo rsp ronke lijke  p u b lica tie  5) verw ijzen . H e t  is w e l op 
m erkelijk , w a n n e e r  m en de m odellen  van  fig. 7 —9 v e rg e lijk t 
m et de b e rek en d e  o p p e rv lak k e n  (fig. 6), d a t  a a n  de o v ereen 
stem m ing zoo w ein ig  o n tb re e k t. Bij de g ren sfreq u en tie  tre d e n  
nam elijk  zelfs hellingen oneindig  op, z o o d a t a a n  de v o o rw a a rd e  
w a a ro p  vergelijk ing (26) in (25) o v e rg a a t a lle rm in st is v o ld aan . 
In  de p ra c tijk  b lijk t e c h te r  h e t zeepvlies zelfs in die gevallen  
nog een zeer redelijke  b en ad e rin g  te  verschaffen .

V o o r num erieke bereken ing , bijv. van  h e t g ed rag  v an  h e t 
filte r nabij de g ren sfreq u en tie , k an  men beha lve  van  de v e rg e 
lijkingen (25) ook m et v ru c h t g eb ru ik  m aken  van  de analoge  
re la tie s

C¥  CO d* CD

die onm iddellijk  zijn a f  te  le iden  d o o r n ie t a -f j/3 als functie  van  
k  +  jcOy doch om gekeerd  k  +  jco a ls  functie  van  a H- j/3 op te  
v a tte n . Bij de g ren sfreq u en tie  im m ers w o rd e n  de afgele iden  
van  a en /? n a a r  k  en co oneindig, zo o d a t de re la tie s  (22) en 
(25) hun zin verliezen . In  d it geval h e e ft h e t zin k  en co a ls 
functie  van  a en ($ te  beschouw en  en verg l. (27) te  bezigen.

D  oor v e rd e re  d iffe ren tia tie s  zijn u it de d iffe re n tia a lv e rg e 
lijkingen van  L a p  1 a c e  (25) re la tie s  v an  hooger o rde  a f  te  
le iden  bijv.

c)3a d30
------3 ^ ---------- 3dk dco

d°/3 d°a 
d^3 ~ d ^

d4a d4a _

'dk4 c>a/ ~

d4B c)4B—F ----- — = o
dk4 dco4

zo o d a t wij de T a  y  1 o ro n tw ik k e lin g  (23) nu volledig  kunnen  
u itb re id e n  to t
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a (k, co) =  a (o, co) +  k
iï/3 (o, co) 

èco

Jz d2a (o, co)

2l ÏW*

k\ ~d3ft (o, co) X'4 c)4a (o, co)

3! dco3 4] dco4

(£, co) =  /? (o, co) — k
öa (o, co) 

èco
(o, co)

2! aco2

^  Jz a3a (o, co) y£4 a4/? (o, co) 
3I aco° 4! aco4

§ 7. jDd methode van het uitsmeren.

T e n s lo tte  w illen  wij een d e rd e  m ethode zeer sum m ier a a n 
geven.

D e  d e rd e  fu n d am en tee le  re la tie  u it de th eo rie  d e r  ^complexe 
functies is de c o n to u rin te g ra a l v an  C a u c h y

f { P )  = — {  —  d z  (30)
2 n j  J z  — p

D eze in te g ra a l b re n g t m ath em atisch  to t  u itd ru k k in g , w a t  wij 
in de vorige p a ra g ra a f  re ed s  in m odel zagen, nl. d a t  de w a a rd e  
van  de com plexe functie  f  in een b e p a a ld  p u n t p  te  b e rek en en  
is, w a n n e e r  de functie  f  (z) langs eenige co n to u r rondom  d a t  
p u n t is gegeven.

D e in te g ra a l v an  C a u c h y  la a t  ons e c h te r  zien, d a t  de m ate , 
w a a r in  de versch illende  w a a rd e n  langs de co n to u r van  f  (z ) bij
d ra g e n  to t  f ( p ) ,  a fh an k e lijk  is van  de a fs ta n d  z —p  in die 
zin, d a t  de hoo fdb ijd rage  d o o r nabije  p u n ten  za l w o rd en  ge
lev e rd . W a t  de vorm  b e tr e f t  is (30) zeer n au w  v e rw a n t a a n  
de in te g ra a l, die in de o p tica  h e t v e rb a n d  tu ssch en  h e t on
sch erp e  bee ld  en h e t sch erpe  v o o rw e rp  aan g ee ft. O n tw e r p t  
men, bijv. d o o r een cam era  die o n ts te ld  is, een onscherp  bee ld  
v an  een v o o rw erp , d an  b e te e k e n t d it, d a t  de hoeveelheid  lich t 
in een b e p a a ld  p u n t van  h e t b ee ld  n ie t w o rd t  b e p a a ld  d o o r 
één p u n t v an  d a t  v o o rw erp , doch eveneens d o o r n ab u rig e  p u n 
ten , zij h e t m et versch illend  gew ich t. E en  enkel lic h tp u n t za l 
w o rd e n  a fg ebee ld  a ls  een lich tv lek je , een a b ru p te  sp ro n g  in 
h e ld e rh e id  a ls  een geleidelijke overgang . H e t  b ee ld  is ,,u itg e 
sm eerd  of „ g e d e fo rm e e rd ” .

D e  in te g ra a l van  C a u c h y  im pliceert, d a t  de w a a rd e  v an
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de functie f  nabij de im ag inaire  as een u itsm ering  is van  de 
w a a rd e  van  die functie  op de im ag inaire  as. D e re la tie  is ech
te r  n ie t zoo sim pel a ls  in m enig op tisch  geval, o m d at men d a a r  
v ee la l m et reëe le , h ie r  e c h te r  m et com plexe functies h e e ft te  
doen. In  g roo te  tre k k e n  b lijft e c h te r  h e t algem een k a r a k te r  
behouden  en wij begrijpen  nu de „ v e rv a g e n d e "  invloed van  de 
verhezen  op de k a ra k te r is t ie k  van  een filter, w a a rd o o r  p ieken  
w o rd e n  u itgesm eerd  to t  v e rb ree d e  to p p en  en a b ru p te  sp rongen  
u itv loeien  to t  geleidelijke overgangen . D e  m ate  van  v erb reed ing , 
u itg e d ru k t in de h o ek freq u en tie , is van  de o rde  van  k. D e  r e la 
tieve v e rb reed in g  is dus van  de o rde  h/cüïf w elke  g ro o th e id , 
w a n n e e r  de spoelen  de h o o fd zaak  van h e t verlies bepa len , om
g ek eerd  even red ig  is m et de reed s  genoem de k w a lite it  Q .

§ 8. De invloed der verliezen bij het eindige filter.

T o t d u sv e ire  zijn wij in deze vo o rb ee ld en  van  de inv loed  
d e r  verhezen  s teed s u itgegaan  van  de ideale  k a ra k te r is t ie k  van  
h e t oneindig lange filter. In  de p ra c tijk  hebben  wij e c h te r  s teed s 
m et een eindig segm ent van  een dergelijk  filte r te  m aken. K u n 
nen wij nu de invloed  d e r  v e rk ee rd e  afslu iting , w a a ro p  h e t 
nem en van een dergelijk  segm ent neerkom t, ook in aanm erk ing  
nem en bij h e t b ep a len  van  de invloed  d e r verliezen? D it  b lijk t 
op zeer eenvoudige wijze h e t geval te  zijn.

D e  a fs lu itim p ed an tie s  behooren  nam elijk  to t  h e t n e tw e rk , 
w a a rv o o r  wij de inv loed  d e r  verliezen  hebben  b ep aa ld . D e  
eenige v o o rw a a rd e , die wij dus m oeten  ste llen , is, d a t  even- 
tueele  zelfinducties en cap ac ite iten , die in de a fslu iting  zijn op 
genom en, m et dezelfde verliezen  zijn b e h e p t a ls  de L ’s en C s  
in h e t filter. B e s ta a t  de a fs lu itim p ed an tie  u it een sim pele w e e r
s ta n d , d an  b lijft deze o n v e ran d e rd . D e  w erkw ijze  is dus de 
v o lg e n d e . m en b e p a a lt  voo r h e t v e rh e sv n je  filte r de dem ping 
en de p h ase  m et in aan m erk in g  nem en van  de a fs lu itim p ed an tie  
volgens § 3. V o o r  de a ldus v e rk reg en  dem ping a en p h ase  b 
gelden  zonder m eer de re la tie s  v an  § 5, 6 en 7. A ls v o o rb ee ld  
is in fig. 12  h e t g ed rag  van  een cel van  een la a g d o o rla te n d  
filte r van  h e t g ro n d ty p e  w eergegeven .

§ 9. H e t verband Luoochen demping en phaöe.

E en  n a d e r  overd en k en  van  de re su lta te n , die wij in de p a r a 
g ra fen  5 —'7 h eb b en  afgeleid , v o e rt ons to t  een m e rk w a a rd ig
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0~2üJj

Fig. 12.
G e teek e n d e  modellen v an  de d em ping  a (k} co) (boven )  en de p h a se  /? (k f co) 
(o nde r)  van  ne t  la a g d o o r la te n d e  filter v an  h e t  g ro n d ty p e  bij a fs lu i ten  v a n

f  feen cel m e t  de  w e e r s t a n d  R  = ] /~  (verg. fig. 6 en 3).

D e  streeplijn  geeft  de w a a r d e  /£=0 ,1  cojt de stippelli jn  de
w a a r d e  k  =  0,05 o>T aan .
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re s u lta a t .  Bij de m ethode v an  de lo o d rech te  afgeleide im m ers 
too n d en  wij aan , d a t  de invloed d e r  verliezen  bijv. op de dem 
ping is te  b ep a len  u it h e t g ed rag  van  de p h ase  als functie  van  
de freq u en tie . Bij de m ethode v an  h e t vliesm odel d a a re n te g e n  
lie ten  wij zien, d a t  de dem ping b innen  een c o n to u r is te  b e 
p a len  u it h e t g ed rag  van  de dem ping op die con tou r, zonder 
d a t  d aa rb ij eenige kennis van  h e t g ed rag  van  de p h ase  no o d 
zakelijk  is. D a a rm e d e  e c h te r  w e e r  in teg en ste llin g  lie ten  wij 
bij de m ethode van  h e t u itsm eren  zien, d a t  de com plexe o v e r
d rach ts fu n c tie  b innen  een co n to u r te  b ep a len  is u it h e t g ed rag  
v an  die functie  op de con tou r. V o o r  h e t kennen  van  de dem 
ping b innen  de co n to u r is d an  zoow el een kennis v an  de dem 
ping als van  de p h ase  op h e t co n to u r noodzakelijk .

D  eze d rie  fo rm uleeringen  zijn slech ts d an  n ie t in te g e n sp ra a k , 
w an n ee r e r  een v e rb a n d  b e s ta a t  tu ssch en  de dem ping en de 
phase , w a n n e e r  dus d o o r h e t g ed rag  van  de dem ping als functie  
v an  de freq u en tie  de p h ase  als functie  van  de freq u en tie  is 
v as tg e leg d  en om gekeerd .

D it  v e rb an d , d a t, m et zekere  beperk ing , in d e rd a a d  b e s ta a t ,  
v in d t zijn g ro n d slag  in de w e ten sch ap , d a t  w a n n e e r  op eenig 
sy steem  als functie  van  de tijd  een invloed  w o rd t  u itgeoefend , 
de u itw e rk in g  zich n ie t zal doen gelden a lv o ren s  deze invloed 
h e e ft p la a ts  gevonden. H e t  v e rb a n d  b e ru s t  dus op h e t p o s tu 
la a t ,  d a t  een gevolg e e rs t  n a  een o o rzaak  k an  o p tred en .

W ij zullen th a n s  e e rs t  a a n  de h an d  van  een eenvoudig  v o o r
bee ld  de b e teek en is  van  d it p o s tu la a t  toe lich ten . W e  beschou 
w en  d a a r to e  een c a p a c ite it  C die d o o r een m om entane s tro o m 
s to o t w o rd t geladen , en die zich d a a rn a  ov er een p a ra lle lw e e r-  
s ta n d  R  o n tla a d t.

D e  s tro o m sto o t s te llen  wij v oo r d o o r de bekende (5-functie, 
die voo r a lle  w a a rd e n  van  t  nul is beha lve  voor t  — O, w a a r  
zij oneindig is, te rw ijl h e t o p p e rv lak  v an  de a ldus gevorm de 
p iek  de w a a rd e  I heeft. O m  van  de fo rm uleering  in de tijd  t  
ov er te  g aan  to t  de fo rm uleering  in de freq u en tie  co, m aken  wij 
g eb ru ik  van  de id e n tite it

+ oo oo

«5(0 =  - e ^ d c o = l-
71

coscot dco

-  oc

D  eze form ule b re n g t to t  u itd ru k k in g , d a t  ö (t) is te  schrijven  
a ls een in te g ra a l over lo u te r  cosinusluncties. D it  is te  b eg rij
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pen, aangezien  d (t) een sym m etrische  functie  is. B ovendien  con- 
c ludeeren  wij u it h e t fe it, d a t  de form ule geen v an  cd a fh a n k e 
lijke fa c to r  b e v a t, d a t  alle  freq u en tie s  in gelijke m ate  in d (t) 
voorkom en.

W ij sp litsen  de com plexe im pedan tie  v an  h e t n e tw e rk  in een 
reëe l en een im ag in a ir ged ee lte

Z(co) =  f  (cd) -  j  r\ (cd) (32)

M en  k a n  gem akkelijk  aan to o n en , d a t  f  een sym m etrische, 7] een 
an ti-sy m m etrisch e  functie  v an  cd is.

D e  spann ing  V  (t) w o rd t  nu

+ co oo

V (i) =  (  Z  (co)ej<otdco =  i  ƒ f  (co) coscot dm +

-  OO O

I
+  -  
71

oo

7] (cd) SZnCDtdcD

o

(33)

= S ( ( )  + A  (t) (34)

H e t  e e rs te  a a n d e e l (t) v an  V  (t) is sym m etrisch  in de tijd  
gezien h e t sym m etrisch  k a r a k te r  van  coscDt. H e t  tw e e d e  a a n 
deel A  (t) van  V  (t) is a n tisy m m etrisch  in de tijd , gezien h e t 
an tisy m m etrisch  k a r a k te r  v an  sincDt.

D e im pedan tie  Z  (co) van  de c a p a c ite it  C m et de p a ra lle l-  
w e e rs ta n d  R  w o rd t  gegeven d o o r

Z ( m )  =
R R  — j m R

i  +  jcoRC  i  +
(35)

B ijgevolg is

£ (co) =
R

2 t~)2 /̂ ~i 2i + m R  C
V (co) =

m R 2C
i +  m2R 2C

(36)

V o o r h e t a a n d e e l S  (t) v inden  wij dus
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oo

5(/>  »  -  [
TT / I -F CO ^  C

dao =
_ _ L | / |

R C

2C
o

en voor h e t a a n d e e l A  (f) (37)

OO
. . .  R  f  co R C sinco t 

A ( t )  = —  / -------------- -- dm  =
7i J i  ■+■ m*R C  2 C

O

— — l/l
A'C Sign(t)

5(t)

0 —*t

Fig. 13.
Inschake lversch i jnse l  van  een do o r  een w e e r s t a n d  o v e rb ru g d e  c o n d e n sa to r  

d) de  in g an g ss t ro o m sto o t  ö (t)
b) de u i tg an g ssp a n n in g  5  (/) te d a n k e n  a a n  h e t  reë’ele deel v an  de 

im pedan tie  £ (co)
c) de u i tg an g ssp a n n in g  A  (/) te d a n k e n  a a n  h e t  im ag ina ire  deel 

van  de im pedan t ie  rj (co)
d)  de to ta le  u i tg an g ssp a n n in g  V (/) =  S  (/) +  A  (/).

w a a rin  de functie  Signum  t  v o o r positieve  t  de w a a rd e  +  I, 
v oo r negatieve  t  de w a a rd e  — I  heeft.

Z o o a ls  form ule (37) en fig. 13 doen  zien, zijn de beide b ij
d rag en , w a t  de ab so lu te  w a a rd e  b e tre f t ,  id en tiek . V o o r n eg a 
tieve  tijden  hebben  zij e c h te r  een teg en g este ld  teeken , z o o d a t 
zij e lk a a r  ju is t  opheffen. D u s

v oo r t  <C o A  (t) — — S  (t) V  (t) — o

v o er t > o  A ( t )  = S ( t )  V  (t) = 2 A  (t) = 2 S  (t)
(38)
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H e t  is nu duidelijk , hoe wij de re la tie  tu ssch en  f  (co) en 7] (co) 
m oeten  fo rm uleeren . f  (co) en 7] (co) geven aan le id ing  to t  inscha- 
kelversch ijnselen , die sym m etrisch  resp . an tisy m m etrisch  zijn ten  
opzichte van  t  — O. O m  a a n  h e t p o s tu la a t  d e r  oorzakelijkheid  
te  voldoen m oeten  de in schakelfunc ties  v o o r t  <C O e lk a a r  vo l
kom en opheffen. D a a rd o o r  zijn zij v o o r t^>  O e x a c t a a n  e lk a a r  
gelijk. E r  g e ld t dus voor

oc
V  (t) — 2 S  (t) — 2 jn  ƒ f  (co) cos co t  d  co ,

oo
V  (t) — 2 A  (t) — 2In I rj (co) sin co t  d  co

te rw ijl om gekeerd , volgens F o u rie r , g e ld t

f  (co) = J V  (t) cos co t  d t j
S

f°° - \rj (co) =  J V  (t) sin co td t |

M e t  behu lp  van  de form ules (39) en (^0) k an  men f  (a>) en r\ (co) 
ook onm iddellijk  in e lk a a r  u itd ru k k en , w a a rv o o r  versch illende  
fo rm uleeringen  b e s ta a n .

D e re la tie  tu ssch en  h e t reëe le  en h e t im ag inaire  gedee lte  van  
een o v e rd rac h ts fu n c tie  h e e ft eenerzijds een g roo te  ro l gespeeld  
bij e lec trische  n e tw e rk e n  9). Zij t r e e d t  ook op bij h e t v e rb a n d  
tu ssch en  a b so rp tie  en d ispersie  in d ië lec trisch e  10) en p a ra -  
m agnetische 1 1 ) m edia.

T e n s lo tte  w illen  wij a ls  v o o rb ee ld  nog h e t la a g d o o rla te n d e  
filte r v an  h e t g ro n d ty p e  behandelen .

V o o r één cel vonden  wij

a =  o v oo r co <C cox , a = 2 arccosh co!coI voo r col> co1
ß — 2 arcsin co/coT voo r co <C cox , ß = n  v o o r col> coT

D e o v e rd rach ts fu n c tie  w o rd t  dus
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a—  a — jß  — a
|(co ) -  j  n (o>) =  e = e  COS ß - j e  s i n ß

. CO \ . . /  . c o
cos I 2 arcsin  — ) — j  sin  2 arcsin  —

c o j \  CÜj

v o o r co <C (Oj en
(42)

CO
— 2 arcosk —

= e co v o o r co >  COj

B ijgevolg w o rd t  12)

S ( t )  =

co,

— / cos (2  arcsin —  \ cos co t  d  co
n co,

oo

l- , e  
n  

co.

co
2 arcosh —-

®i cos co t  a co

j 2 (cOj )̂

en
co,

co
A  (t) = — \ sin 2 arcsin  —  ] sin co t  d  co

n co

J>Z (co! )̂

} (43)

w a a rin  J 2 (coj)  een B esselfunctie  van  de tw eed e  o rde  v o o rs te lt
(fig. 14).

N a a r  wi^ m ochten  v e rw ac h te n , heffen dus in d e rd a a d  v oo r 
nega tieve  tijden  h e t sym m etrische  en h e t an tisy m m etrisch e  ge
dee lte  v an  h e t u itg an g ssig n aa l e lk a a r  e x ac t op. V o o r positieve 
tijden  g eeft de (5-funcüe a ls ingangssignaa l dus aan le id ing  to t  
h e t u itg an g ss ig n aa l

V ( t )  =
2 J 2 (CO, t) 

t

V o o r  een w illek eu rig  a a n ta l  cellen n v in d t m en langs dezelfde 
w eg  de bekende  form ule (2)

V ( t )  =
2n J 2n (co, /)

W a t  de inv loed  d e r  verliezen  op een dergelijk  in schakelver-
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schijnsel b e tre f t , zij nog gew ezen  op een zeer eenvoudige re la tie . 
Z ijn  nl. alle e lem enten  van  een n e tw e rk  b e h e p t m et de verlies- 
m a a t k f d an  w o rd t h e t in sch akelversch ijn se l Vk (f) v an  h e t ac- 
tuee le  n e tw e rk  in v e rb a n d  g e b ra c h t m et h e t inschakelversch ijn -

Fig. 14.
Inschake lversch i jnse l  n a  de ee rs te  cel van  een oneindig  lang  d o o r la ten d

filter v a n  he t  g ro n d ty p e
a) de in g a n g ssp an n in g ss to o t  <5 (/)
b)  de u i tg a n g ssp a n n in g  5  (/) te d a n k e n  a a n  h e t  reëele  deel  van  

de o v e rd ra c h ts fu n c t ie  £ (co)
c) de u i tg an g ssp a n n in g  A  (/) te d a n k e n  a a n  h e t  im ag ina ire  deel 

van  de o v e rd ra c h ts fu n c t ie  r] (co)
d) de to ta le  u i tg a n g ssp a n n in g  V  (/) — 5  {t) _|_ A  (/).

sel V0 (t) van  h e t ideale  n e tw e rk  d o o r de sim pele form ule

V i {t) = e ~ k t V0 (t) (46)

E en  zeer eenvoudig  v o o rb ee ld  v an  deze re la tie  tre ffen  wij 
a a n  bij h e t zoo ju is t  b eh an d e ld e  in sch ak e lp ro b leem  van  de con
d e n sa to r . Is  de p a ra lle lw e e rs ta n d  /f  oneindig, d a n  w o rd t  de 
c o n d e n sa to r  d o o r de s tro o m sto o t d (t) op t  = o ge laden  to t  de 
conótante spann ing  i /C.  Is  de w e e rs ta n d  eindig, overeenkom ende 
m et een v e rlie sm a a t k — i / R C ,  d an  w o rd t  de spann ing  volgens
(4o) verm enigvuld igd  m et e 7 in overeenstem m ing m et (37).
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W a n n e e r  wij nu te rugkom en  op de sch ijnbare  te g e n sp ra a k  
in de v ersch illende  re la tie s , die wij in de §§ 5 — 7 h ebben  a fg e 
leid , d an  zien wij dus d a t  e r  in d e rd a a d  een re la tie  b e s ta a t  tu s- 
schen a en /?, zo o d a t h e t zoow el m ogelijk zal zijn bijv. a (k, co), 
u its lu iten d  m et behu lp  van  gegevens o m tren t a, d an  w el m et 
beh u lp  van  gegevens o m tre n t zoow el a a ls /? te  bep a len .

D e in te g ra a l v an  C a u c h y  is dus n ie t h e t volkom en m a th e 
m atisch  analogon  van  h e t vliesm odel. Bij h e t v liesm odel im m ers 
w o rd e n  a en gescheiden  b eh an d e ld , bij de in te g ra a l van  
C a u c h y  gezam enlijk. D e  m athem atische  fo rm uleering  van  h e t 
v liesm odel v o e r t ,to t h e t b ekende  inw endige p rob leem  u it de 
p o te n tia a lth e o rie  in h e t p la t te  v lak . D eze  v ie rd e  m ethode h e b 
ben  wij e c h te r  n ie t in een zoo aanschouw elijke  vorm  als de d rie  
overige m ethoden  kunnen  gieten, zo o d a t wij een n a d e re  u itw e r 
king  v an  deze m ethode ac h te rw e g e  lie ten .

E indhoven , 20 Juni 1944.
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D I S C U S S I E

I r  F .  d e  F r e m e r y :  H o e  is q u a n t i t a t i e f  h e t  effect v a n  de s lechte 
d ië lec tr ica  die teg en w o o rd ig  m oeten  w o rd e n  to e g e p a s t?  H o e  hoog liggen 
de k a ra k te r i s t ie k e n  d a a rv o o r  op de getoonde  o p p e rv la k k e n ?

D r  J. F .  S c h o u t e n :  O v e r  h e t  a lgem een is de ve r l ie sm aa t  d e r  c o n d e n 
sa to ren  een g roo t te -o rde  k le ine r  d a n  die d e r  spoelen . W a t  de to ta le  v e r 
l ie sm aa t  be t re f t ,  kom t men zelden boven  een w a a r d e  & = 0,\  u it  (op de 
o p p e rv la k k e n  v a n  fig. 6 en fig. 12 do o r  ges treep te  lijnen aangegeven) .

I r  F .  H .  S t i e l t j e s :  H o e  s t a a t  het, in v e rb a n d  m et de  d o o r  U a fg e 
leide b e t re k k in g e n  tusschen  reëele  en im ag ina ire  deel van  complexe lu n c h es ,  
m et he t  b ek en d e  feit, da t ,  indien  he t  reëele  deel v an  de logar i thm e van  
een o v e rd rach ts fu n c t ie ,  m eer  b e k e n d  als „d e m p in g ” , v a s t  ligt als functie  
v a n  de  f requen t ie ,  e r  nog vele versch il lende  schake lingen  k unnen  w o rd e n  
gereal iseerd ,  die d i t  dem pingsver loop  hebben ,  doch die a l len verschil len  in 
h e t  b i jbehoorende  im ag ina ire  deel, m eer  b e k e n d  als „ p h a s e d ra a i in g ” ?

F) r  S . :  H e t  g a a t  h ie r  om een a n d e re  re la t ie  d an  de  b o v en b esch rev en e  
tu sschen  reëel en im ag ina ir  deel van  de o v e rd rach ts fu n c t ie  £ ( « )  — j v  (<*>), 
en w e l  om een re la t ie  tu sschen  reëel  en im ag ina ir  deel v a n  de logari thm e 
— a (co)— y/?(co) v a n  deze  grootheid .  In  b ijzondere  gevallen is de rela tie  
tusschen  reëel en im ag ina ir  doel iden tiek  m et die bij de o v e rd rach ts func t ie .  
In  he t  a lgem een is d i t  ech te r  n ie t  he t  geval, h ie rva n  vorm en  bijv. n e t w e r 
ken  m et co n s tan te  dem ping  een voorbeeld .  In  die gevallen is de p h a se  
n ie t  eenduid ig  u i t  h e t  beloop v an  de d em ping  a f  te leiden.


