
TIJDSCHRIFT VAN HET NEDERLANDSCH
RADIO GENOOTSCHAP

D E E L  X I JU L I 1946 N o . 4

EEN IG E T R IL L IN G SV E R SC H IJN SE L E N  IN EEN
N IE T -L IN E A IR  CIRCU IT

door

G . J . E L I A S  en H . M I E D E M A

Eenige trillingóveróchijnieten in een circuit, bestaande uit een jerie- 
dchakeling van C, R  en (met-lineaire) zeljindactie.

Samenvatting.
In  d it a rt ik e l w o rd t  g e trach t het ged rag  van  bovengenoem d 

circu it onder invloed  van  een sinusvorm ige stoorspanning, te 
berekenen .

In  het bijzonder w o rd en  besch ouw d het k ip versch ijn se l en de 
trillin gsto estan d , w a a rb ij onder harm onischen van  de frequentie 
d er aan gelegd e w isse lsp an n in g  optreden .

Inleiding.
W e r k t  op een circuit, gevorm d door de seriesch ak elin g  van  

w eerstan d , cap a c ite it  en (n iet-lineaire) zelfinductie een sinus
vorm ige stoorspan nin g, dan b lijk t het g ed rag  van  d it circu it 
onder om standigheden ste rk  a l te w ijken  van  d a t van  h et
zelfde circu it m et (lineaire) zelfinductie.

D  eze a fw ijk in g  van  ged rag  uit zich voornam elijk  in het op
tred en  van  het k ip versch ijn se l en van  onderharm onischen d er 
w isse lsp an n in gsfreq u en tie  in de period iek  veran d erlijk en  (flux, 
stro o m sterkte  en de afgeleiden ).

L a a t  men de am plitude van  de w isse lsp an n in g  geleidelijk  
veran d eren , dan zal, bij gunstige dim ensioneering van  het c ir
cuit, bij het bereiken  van  een zekere spanning een p lotselinge 
veran d erin g  in de trillin gsto estan d  optreden , die op een oscillo- 
g r a a f  is w a a r  te nemen a ls een versp rin gen  van  vorm  en la se  
d er period iek  veran d erlijken .
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A a n  het typ isch e  versp rin gen  van  de eene trillin gsto estan d  
in de andere ontleent d it versch ijn se l zijn naam  „K ip versch ijn - 
se l’V

V e r d e r  is in het circu it een trillin gsto estan d  m ogelijk, w a a rb ij 
de p eriod iek  veran d erlijk en  een derde onderharm onische van  de 
frequentie d er aan gelegd e w isse lsp an n in g  b evatten .

H e t optreden  van  de derde onderharm onische is a fh a n k e lijk  
van  het inschakelm om ent. Z e  o n tsta a t b ijv. indien de w is s e l
spanning op een gunstig moment van  de periode w o rd t in gesch a
keld . O o k  het optreden  van  het k ip versch ijn se l kan  de o o rzaak  
zijn van  het o n tstaan  d er derde subharm onische.

O  neven subharm onischen van  een hoogere ran gord e  zijn niet 
w aargen om en .

Is  in hetzelfde c ircu it de doorloopen  h y ste r is is lu s  asym m etrisch , 
hetgeen b ere ik t kan  w o rd en  d oor vo o rm agn etisatie  van  de kern  
d er spoel m et gelijkstroom , dan kunnen even onderharm o- 
nischen optreden . In  tegen ste llin g  m et de derde onderharm o
nische, tred en  de even  onderharm onischen spon taan  op, zoodra 
de in stellin g  van  het circu it d a a rv o o r  gunstig  gekozen w o rd t.

In  de bereken in g  w o rd t  alleen  de tw eed e  onderharm onische 
beschouw d. B ij b ep aa ld e  instellingen  binnen het gebied  d er 
tw eed e  onderharm onische b lijk t bovendien  de v ierd e o n d erh ar
m onische op te treden.

In  het volgende zal g e trach t w o rd en  te berekenen , binnen 
w e lk e  grenzen deze versch ijn selen  zich kunnen voord oen  en op 
w e lk e  w ijze de am plitudo d er p erio d iek  veran d erlijk en  a fh a n g t 
van  de w isse lsp an n in gsam p litu d o . E r  is steed s n a a r  g estree fd  
de bereken in g zoo n au w  m ogelijk te doen aan slu iten  bij het 
re su lta a t  d er m etingen, teneinde a lle re e rs t  eenig inzicht te v e r 
krijgen  in het verlo op  d er versch ijnselen .

D e  perio d iek  veran d erlijk en  w ord en  gesch reven  a ls  reek sen  van  
F o u rie r  m et een b e p erk t a a n ta l term en. D it  m aak t het m oge
lijk  om de invloed  d er h y ste re s is , en bij het k ip versch ijn se l ook 
nog de invloed van  den w e e rsta n d  in reken in g  te brengen.

T en g evo lg e  van  de gebru ik te  rekenm ethode k an  alleen  de 
sta tio n a ire  to estan d  besch ouw d  w ord en  en is het b ijv . niet 
m ogelijk de invloed  van  het inschakelm om ent op het o n tstaan  
d er derde onderharm onische na te gaan .



EENIG E TRILLINGSVERSCHIJNSELEN 143

§ 1 . Benadering hydtere<n<)Lii<).

H e t is gebleken  d at de h y ste re s is lu s  op eenvoudige w ijze 
b en ad erd  kan  w ord en , indien de m agnetische inductie B  een 
period ieke functie van  de tijd  is, dus in de vorm  van  een reek s 
van  F o u rie r  is te schrijven .

A  A

Is  nl. B  =  B 0 +  B 1 sin (co t 4- <pd) +  B 2 sin (2 co t +  cp2) +  • • • ( 1)

dan w o rd t de h y ste res is lu s  gegeven  door elim inatie van  t uit 
deze reek s en de form ule :

H  =  Vj B  4- v3 B 3 4- v5 B  +  . . . 4-

4- Q { B 1 COS (co t +  cpj) 4- B 2 cos (2 (O t 4- cp2) 4- . . .}  (2)

H  ierin  b ren gt de term

H ' — o \ B x cos (co t 4- 99) 4- B 2 cos (2 co t cp2) 4- . . . }

de invloed  van  de h y ste re s is  in rekening.
D e  grootheden vlf vv v5, . . . en q zijn m ateriaa lco n stan ten , die 

b ep aa ld  kunnen w o rd en  uit de opgem eten h y ste re s is lu s  van  het 
m ateriaa l.

T e r  a fk o rtin g  zullen w e in het v e rv o lg  sch rijven :

d

ö (co t)
sin (co t 4~ cpj) 4-

d (2 co t)
B 2 sin (2 co t 4- cp2) +

Z B

Z(n co t)

%

A an gezien  bij de volgende berekeningen  steed s g e w e rk t w o rd t 
met de grootheden yj en 1, zullen w e deze in (2) invoeren .

Is  van  de zelfm ductie l  de lengte en 6' de doorsnede van  het 
m agnetisch circuit, X de lengte van  de lu ch tsp leet, w  het a a n ta l 
w indingen en ip de om vatte flux, dan g e ld t :

yj =  B  . S . w  ,

ƒƒ. I 4- B  .1  =  4 n w . i .

M e t  behulp van  deze vergelijk in gen  is (2 ) te schrijven  in den 

vorm  :

l  vxl
i =  ip

4 71 S  . 'IV
3 V3 1  , 5

+  v  • — b — 4 +  v4  71 O  l ü

V5 1
o  5 64 71 S W

4- . . .  4-
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t

Fîg. 1.
H ysteresislu s volgens m eting.

t

subharm onische aan w ezig  is.
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4 -
q I oo ö xp

4 7i S w  ,i = i

O f, na invoering van  eenige nieuw e co n sta n te n :

3 5 00z — pĉ xp (i3 xp -f /u5 xp 4- . . . 4  v  . £
d xp

ii — t d(u cd t ̂
A  A

W a a r i n : xp — xp0 4- xpI sin (cd t 4- cp1) -r xp2 sin (2 co t 4- cp2) 4- .

i
(V

(3) is de form ule, die in de volgende berekeningen steed s ge
b ru ik t za l w ord en .

V o o r  een gegeven  zelfïnductie kan  men de constanten  pLlf ju3, ju5. .. 
en v  bep alen  uit het oscillogram  van  de xp — i  lus, doorloopen

A

als x p ^ x p sm c o t. V o o r  deze xp — i  lus nemen w e  a a n :
A

xp =  xp sin cd t |
o  A  ƒ

i  =  /ij xp 4- /u3 xpJ +  . . . +  v  . xp cos co t. )

D e  constanten  /uIt ju3, ju5 . . . w o rd en  nu b e p a a ld  door de krom m e 
i  =  f  (xp) (fig. 1)  te ben ad eren  met

3 5z =  pL1 xp +  pc3 xp +  ju5 xp +  . . .

D e  constante v  kan  b e p a a ld  w o rd en  uit de grootte  van  z 
vo o r xp =  o o f uit de grootte  van  het o p p e rv la k  d er xp — z lus.

A

Is  xp — o, dan is vo lgens (4) : i0 =  v. xp. (F ig . 1)
A

A an gezien  zoow el i0 a ls  xp bekend zijn, is v  d irect te berekenen. 

H e t o p p erv lak  d er xp — i  lus vo lgens (4) is :

2 71

o

W  o rd t nu het o p p e rv la k  O van  de xp — z lus uit fig. 1 b e 
p aa ld , dan vo lg t de grootte  van  v  u it F  — O.

Z o o la n g  de verzad ig in g  niet te gro o t w a s , gaven  beide 
m ethodes slechts w ein ig  versch illen d e w a a rd e n  van v.

Bij de berekeningen w erd  steed s die w a a rd e  van  v  genomen, 
die vo lgde uit de eerstgenoem de m ethode.
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t

Fig. 3b.
H ysteresislu s bij aanw ezigheid  

van derde subharm onische.
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T e r  verd u id elijk in g  zijn in de figuren 2, 3 en 4 de xp — i lussen  
van  eenzelfde zelfinductie vo o r versch illen d e geva llen  geteekend.

D e  figuren 2a , 3 a  en 4 a  geven de lussen  vo lgens de oscillo- 
gram m en, te rw ijl de figuren 2 b, 3 b en 4 b de lussen  volgens 
form ule (3 ) geven.

H ie r  volgen  de form ules vo o r de versch illen d e yj — t lussen, 
van  eenzelfde spoel, w a a rb ij de form ule van  de flux b ep aa ld  
w e rd  door a n a ly se  van  de fluxkrom m e.

F ig . 2 b xp =  3,5 5 • IO° s*n w t •

• —IO s" r> _ —'2'x 3i — 0 , 2 4 . 1 0  xp 4- 0 ,6 8 . 1 0  xp 0,42 . IO

e. m. e.

— IO () xp
d (00 t) v » »

H y s te re s is lu s  bij a a n w e z ig h e id  v a n  tw e e d e  su b h a rm o n isc h e .

F ig . 3 b xp =  2,9 . io 6 sin co t — 5°) +  2,75 . IO6 sin 00 t . e. m . e.

— IOl =  0 ,24  . IO "  xp +  0 ,52 . IO 23 xp3 +  0,2 . IO 36 xp5 4-

IO d, xp
4- o,3S . 10 ----- -x e. m. e.ti — 1/3 O CO

F ig . 4 b yj =  ( -  0 ,73 . 10") +  1,6  . io 6 sin 7,5°) 4-

4- 2,4 . 10  sin 00 t e. m. e.

i  =  0 , 2 4 . 1 0  10 xp 4- 0,68 . 10  23 xp3 4-

„ - 1 0  ^  'ü y *4- 0,45 . \ o Z11 — I /2 ^
e. m . e%
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In  fig. 4 zijn de gelijkstroom  com ponenten van  xp en i  buiten 
besch ouw in g gelaten , aangezien  deze op het oscillogram  ook niet 
to t u iting kw am en.

H e t versch il tusschen de w a a rd e n  van  /u3 en v  in de form ules 
vo o r fig. 3 b en beide an dere figuren w o rd t  v e ro o rz a a k t door 
de sterk e  verzad ig in g, die in de form ule vo o r fig. 3 b ook het 
invoeren  van  een v ijfd e g ra a d s  term  noodzakelijk  m aakte.

§ 2. Kipverécbijnóel,

Is  u het p o ten tiaa lversch il tusschen de co n d en sato rp laten  in 
de richting van  de stroom , dan ge ld t het circu it van  fig. 5 :

R

d  xp 

d t
4- i  R  +  u =  è sin co t .

d 2yj „  d  i  i  A
— — +  K ----- 1---- =  co e cos co t .
d  f  d t  C

H  ierin  is :

ip =  a 1 sin co t +  a 3 sin 3 co / + . . .  +  cos co t +  b3 cos 3 co t +  . . .  

i  =  cT sin co t +  c3 sin 3 co t +  . . . +  d t cos co t +  d 3 cos 3 co t + . . .

V e rg e lijk in g  ( 1 )  is m et gebru ikm aking van  (2 ) te sp litsen  in 
de volgende verg e lijk in gen :

co2a I +  co R  d I ------ =  o
C

-  <0 R c ,  -  -  = -
C
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CO ( 2  72 4“ I )  # 2  « + 1 Ht" CO ^  ( 2  72 +  I )  c /2 77+1 ^ 2/1  + 1 O •
Lx

CO ( 2  72 -b I )  b 2 11 + i CO -A. ( 2  72 4" I )  £2 « + 1 _ d 2 7/ + 1 O
U

V o o r  het verb an d  tusschen ip en 2 nemen w e :

72 =  I —  00

00

i  — jux xp 4- /u3 xp 4- v  . 2 c* xp

n — i d (72 a> /)

U it  (2 ) en (5) v o lg t :

1

c3 =  jLtl a 3 Jr \  ^3 ( — +  3 a x l\  4- 6 a x a3 4- 6 ^  a 3) 4- .

d, — u 1 b3 Jr t yW3 ( ^  — 3 a i 4- 6 a x b3 4- 6 ^  b3) 4- ----

(4)

(5)

v b x .

4-v a x .

>

- v b 3 .
• (7)

4- v a 3 ,

(6)

W e  nemen v e rd e r aan  d a t de a fw ijk in g  van  de lin earite it 
d er zelfinductie gering is. D a n  zal het percen tage derde boven- 
harm onische in flux en stroom  klein  zijn, en m ag men vijfde- 
en hoogere bovenharm onischen verw aarlo o zen .

In  (6 ) mogen w e  dan de term en met den fa c to r  o f ,u3b3
verw aa rlo o zen , en (6 ) g a a t  o ver in :

cx =  p x a x 4- f  jli3 a x (al 4- b\) -  v bx .

d x =  fjLxbx +  i ,u 3bx (al 4- b\) +  v a x .

U it  (8 ) en (3) vo lg t nu, na invoering van  de gro o th ed en : 

e =  co R  C  en :
x  =  al +  b l=  (am plitude eerste  harm onische van  de flux)2 :

a x (co51 C -  fix 4- ev) 4- bx (v 4- e jux) - r \ f i zx ( e b x -  a x) =  O .

- bx (co2 C -  jux +  ev) +  a x(v +  e ju,) +  % ju3x  (ea, +  bx) =  co C ê  .

D e  som d e r q u ad raten  van  (9 ) g e e ft :

x  . -fg- fi3 ( i  4- E2) 4- . f  JU3 {jux ( i 4- e )  — co C } 4-

4- x  {(co2 C -  juxY  4- v 2 4- e (v 2 4- jul) 4- 2 v £ co C} =  co2 C 2 ^2 . |
(10 )
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H ierm ede zijn w e gekom en to t de vergelijk in g , w a a ru it  het 
g ed rag  van  het c ircu it is a f  te leiden.

C ircuit zonder weer o land.

H ie r  is e =  O en (10 )  w o r d t :

ro tA x  ~  !  /*3 C -  jux) +  x  {(co2 C  -  /O 2 +  v )  =  cd C e \  ( 1 1 )

D it  is een derde g ra a d s  verge lijk in g  in x , die 1 o f 3 reëele  
w o rte ls  kan  hebben. E e n  a n a ly se  van  ( 1 1 )  le v e rt  op, d a t  de 
krom m en ;r =  f  (è) v o o r w a a rd e n  van  C, die boven een zeker 
minimum liggen, een ged aan te  hebben a ls  op fig. 6 is aan gegeven . 
U it  fig. 6 vo lg t d a t  bij toenem ende ê in het punt A , bij a f 
nemende è in het punt B , het k ip versch ijn se l te v e rw a ch te n  is.

x

 ̂ d Aa
In  de punten A  en B  is ----=  O, dus ook -----=  O .

d x d x

D it  op ( 11) to eg ep a st g e e ft :

d x
( 2 x-2 /\2V
co 6 e ) — i « d'o x  3 iu3 x  (0J C — /xt) +  (co 6 — /ct) -b v  =  o

D e  w o rte ls  h iervan  zijn :

8 (co C — /uz) -f m . 4 1 (o f C — jUj)2 — 3 v2 .
= ------------------------------------------------------ --  iM.et:rn =  +  1 , ( 12 )

9
H e t k ip versch ijn se l zal a lleen  optreden  a ls  de w o rte ls  ( 12) 

reëe l zijn. D it  is het g e v a l a ls :
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O f  : co C  ^  fii +  v  j/ 3 •

D e  grootte  van  de cap a c ite it  m oet dus boven een minimum 

liggen.
D e  grootte  van  de w isse lsp an n in g , w a a rb ij het k ipversch ijn - 

se l zal optreden , v in d t men door de substitu tie  van  ( 12 )  in ( 1 1 ) .  

D eze g e e ft :

ju3 co2 C~ C — - f j  (co2 C  — fxj) . {  (co C — pd) +  9 v  }  ~~ »

C - J ( 1 3 >
2m =  i .

F ig . 7 .

Form ule (13) w e rd  gecon tro leerd  door m etingen, ged aan  aan  
een circu it m et e O. O p  figuur 7  zijn m eting en bereken ing 

vergeleken .

___ J  =  boven ste  k ip gren s ^  A  in fig. 6.

t____ =  on derste  k ip gren s ^  B  in fig. 6.

C ircuit met weerstand.

O p  d ezelfde w ijze a ls  v o o r e =  O is uit ( 10 )  vo o r het g e v a l 
ê ^ O  de k ipspan n in g te bepalen .

D it  g e v a l w o rd t  h ier niet u itg ew erk t.

C ircuit niet maximale weerstand, waarbij kippen zat optreden.

In  het g e v a l m et w e e rsta n d  w o rd t  het ve rb an d  tusschen jr 
en c gegeven  d oor (10 ), w e  lke luidde :
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X • ^3 ( 1 +  8 ) +  x  *2 /̂ 3 {/^i O +  £2) — CO2 C }  +

+  {  (&>2 £* — / î)2 +  v* 4- e (v* 4- ju2) 4 -2  v  e co~ C) =  co2 C 2 ê2 .
( 0 0 )

M en  vin d t de k ipspanning w eer, door in ( 10) _ 1_
d x

stellen . D it  le v e r t  o p :

=  o te

X * f~G /*3 0  +  8 ) +  x  • 3 /^3 (,Ui 0  4- £*) — CO2 C } +

4- (co2 C  — ^ j ) 2 4- V* 4- E (v*  4- ^ i )  4- 2 V £ co* C  — O . 

D e  w o rte ls  van  deze verge lijk in g  zijn :

8 (co2 C — JLlx ( I 4- fi) } i2\ \
^3 x  = ( 14)

}/ C — fxx { 1 4 - £2) } 2 — 3 (v  4- e co* C ) 2 — 3 «a { 7/  +  ( i  4- £2) (V2 4- ju*) +  2 v  e co* C}
2 \ 29 (i +  e )

H ie ru it  vo lgt, d a t  het k ip versch ijn se l o p treed t, a ls  : 

(co2 C  — JUx (l +  £2) }2 — 3 (7/ 4- e CO2 C)* —

— 3 £2 { v  4- ( 1  4- £*) (v* 4- JU2) 4 -2 7 J S CO* C }  ^  O •

D u s  ook : {co2 C — jux(l 4- e2) } 2 -  3 (7/ 4- e co* C f  >  o  .

CO2 (9 — /ij ( 1  4- £2) > (7/ 4- e co2 C )]j  3

U it  het experim ent vo lgt, d a t e beneden een zek er maximum 
m oet liggen. B o v e n sta a n d e  v o o rw a a rd e  m oet dus gesch reven  
w o rd en  in den v o r m :

co* C  — jux ( I 4- £*) >  (v 4- e co* C) (/ 3 .

O f :  co* C ( I — e )/ 3) >  jux ( i  4- £*) 4- v  j/ 3 .

V o lg t : I — e )/ 3 >  o o f : e <  ^ }/ 3 .

W o r d t  nu £2 v e rw a a r lo o sd  t.o .v . I ,  dan m oet d u s :

co2 C ( i  -  e )/ 3) >  fi, +  v  ]/ 3 .

D e  m axim ale w a a rd e  van  £, w a a rb ij het k ip versch ijn se l nog 
op treed t, is dus bij ben aderin g  b e p a a ld  d o o r :

a f  C ( l  -  emax ]/ 3) x&ft, +  v  j/  3 .
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O f : £}nax. \ i  3 -
i ^  i  3 + v ■

co C

V o lg t :  R
\  3 i  /*i j/ 3 +  v

tnax. 3 co C 3 /■ '> 2
co C

Z ie  figuur 8.

V o o r  deze g re n sw a a rd e  is vo lgens ( ld )

8 (co2 C — fji1{ i 4- £2)}
AS ;r =

9 (1  +  e#)

( 15)

( 10 )  le v e rt  v o o r de grootte  van  de k ipspanning bij de m axi
m ale w e e r s ta n d :

j 4,/T  W  C ~Pi +  e2))"

CO C ( I +  £2) ] JU3

v  +  i  /“ i S  .

co2 C ~ ~ ”
In  figuur 9 is het re su lta a t  van  ( 16) verge lek en  m et het ge

meten verlo o p  d er krom m e e — f  ( C ) .

W a a r in  : £ ^  1 J 3

Percenlaqe derde bocenbarmomocbe in de Jtux.

V e r w a a r lo o s t  men de invloed van  w e e rsta n d  en h y ste re s is , 
dan is het m ogelijk het percen tage derde bovenharm onische in 
de flux te berekenen.
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(4 ) en (7 ) gaan  dan o ver i n :

c3 =  a 3 +  \  ju3 a 1 ( — «i +  3 # )  4- § ju3 a3 (a\ +  b\) . 

d 3 =  jux b3 +  |  b1 (— $ a\ +  b\) +  § ju3 b3 (ax 4- b\) .

U it  deze vergelijk in gen  v o lg t na elim inatie van  c3 en d 3 :

4 ^ 4  (

4 /̂ 3 ('

* ï  +  3 * ï ) .  )

3 ^  +  £2) . f
rt̂ 3 ^9 C fAx 2 /̂ 3 (^i 4" ^i) ƒ 

b3 {g CO2 C -  /ux -  ^ [X3 (a\ +  £2)}  =

D e  som d er q u ad raten  le v e rt  op :

(*3 +  {9 co2 C -  fix -  I  fi3 (a\ +  b]jY =  ^6 ^3 (* ï 4- . ( 17)

N u  is a\ 4- b\ — yj2 =  (am plitude le  harm onische van  de flux)2 . 

a\ 4- bl =  ipl =  ( „ „ 3 e bovenharm . „ „ ,, )2 .

H ierm ee is ( 17) te schrijven  in de vo rm :

y>3 \9 co C  -  ju, -  |  n 3 y>,}  =  £ yU3 y .  •

O f : Vs _  1 ~  — 4
9 CO2 C  — jUx — !  /43 t/>i

U it  ( 12) vo lgt, d a t  bij v e rw a a rlo o z in g  van  h y ste re s is  en 
O hm sche w e e rsta n d  vo o r de boven ste  k ipgren s g e ld t:
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x  =  fi3y>* = C  -  ju,).

D  eze w a a rd e  van  ju3 \px , gesu b stitu eerd  in ( 18) g e e ft :

co C  î] CD C — flxVb =  1 4 _______________________________ ___________________4 9 2 S"' 9 / 2  \ 2
V>i 9 co C — fa — f  (co 6 -  uT) 75 co C -  3 ^

< * •  0 9 )

U it  (18) is v e rd e r  a f  te leiden d at
c/

steed s p o sitie f
d  (xpT) V i

is. O p  de onderste ta k  (O B ’ A )  van  de krom m e op figuur 6 is
A  A  A  1  °

dus steed s Vb T5 en m ag Vb dus zonder b e z w a a r  v e r w a a r 
loosd  w ord en .

V o o r  de onderste k ipgren s vo lg t uit ( 12) :

H iier is :
ju3 x  =  fi3 xp\ =  $  (co2 C  — ju,)

W3   \ co C piT ^  1
~ ~  S * 2 r  , \  2TY>i 7  co C +  f i x

(20)

D e  uitkom st van  (19) k lo p t goed m et het oscillogram , het- 
w  elk  een flux te zien geeft, die n iet z ich tb aar van  de sinusvorm  
versch ilt. B ij de boven ste  k ip gren s is de fluxam plitude niet groot 
en tre e d t dus geen ste rk e  verzad ig in g  op. D e  n iet-lin earite it 
van  de xp — i  krom m e w o rd t in d it g e v a l goed u itged ru k t door 
een derde g ra a d s  term .

Bij de on derste  k ipgren s zijn fluxam plitude en verzad ig in g  
vee l gro o ter. D e  n iet-lin earite it van  de xp — i  krom m e w o rd t 
h ier onvoldoende ben ad erd  door een derde g ra a d s  term . H e t 
p ercen tage derde bovenharm onische is dan ook vee l g ro o ter 
dan (20) aan geeft.

§ 3 . Derde onder harmonische.

L a a t  men op het circu it van  fig. 5 een sinusvorm ige w is s e l
spanning w erk en , dan is een period ieke trillin gsto estan d  m ogelijk, 
w a a rb ij een derde subharm onische optreed t.

In  het volgende w o rd t  g e trach t de v o o rw a a rd e n  te bep alen , 
w a a r a a n  de circu itcon stan ten  m oeten voldoen  om deze tr illin g s
toestan d  m ogelijk te m aken. H ierb ij w o rd t  u itgegaan  van  de 
vero n d erste llin g , d a t flu x  en stroom  geen an dere harm onische 
com ponenten b evatten  dan gro n d trillin g  en subharm onische. A a n  
deze vero n d erste llin g  w o rd t, a lth an s w a t  b e tre ft  de flux, 
tam elijk  goed vo ld aan .
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W e  schrijven  d u s:

xp =  az sin ^ co t 4- a 3 sin co t 4- bl cos ^ co t 4- b3 cos co t . j 

'n 4- co t 4- c~ sin co t -f- cos i  co t 4- cos co t . f
O )

i — cz sin 3

V o o r  het circu it ge ld t de d iffe re n tia a l v e rg e lijk in g :

c f w  r d i  i  
----   +  A ----- 1—  — co e cos co t .
d f d  t C

(2)

D o o r  (1) in (2 ) te substitueren , v in d t men de vergelijk in gen

4 a i — ^ co R  d x 4—  r r =  o
C

— 4 co b z ^ co R  cx 4~ — d z — o
C

— co2 a 3 — co R  d 3 4—  £*3 =  o .
C

— co b 3 4~ co R  c3 4~ — d 3 — co c .
C

N a  in voerin g  van  de grooth eid  e =  co R  C  zijn deze v e rg e 
lijk ingen  te sch rijven  a l s :

co2 C a x 4- ^ £ d z — c1 =  o . 

O b1 -\-^EC1 -\- d z — o .
(3)

co2 C  a 3 4- e d 3 — c3 =  O .

co C b 3 4~ s £*3 4~ d 3 — co C c .
(4)

A ls  ben ad erin g  v o o r de xp — i  lus w o rd t  w e e r  genomen de 
fo rm u le :

3 , v  d Vi =  xp 4- lp +  v  2  — ------- •
n = l  O (n co t)o

(5)

U it  ( 1 )  en (5) v o lg t :

Ci =  yWi oti +  f  /̂ 3 x  — J  fx3 a3 (a\ — b\) 4- § /a3 ax z — f  ju3 a1b1b3- v b x. |  

d x =  /u1 bx 4- f  ju3 bzx  — f  [x3 b3 (a\ — b\) 4- f  ju3 bz z 4- f  ju3 a x b1 a3 +  v a l .
(6 )

s
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C3 =  Hl <*3 +  \  f*3 a i +  3 bj) 4“ f  #3 X 4- 4- /̂ 3 #3 -  ^ 3̂ •

d 3 — /ut b3 +  j  ju3 bl +  bx)  +  \  i*>3 bz x  \  ix3 bzz +  v  a3 .

T e r  vereen voudigin g is h ier g esch reven :

a\ b\ _  y* =  *  =  (am plitude derde subharm onische i/d flu x )2 

a\ + b \  =  \p\ =  z =  ( > „ eerste  harm onische „ „ )2

(6) in (3) gesu b stitu eerd  g e e ft :

+   ̂I +  -g- £ (/̂ I +  f  A*3 4- |  ^3 ^)} =  j ^ 3(a i ~  b1) ( i  £ 3̂ _  ^3) ”
— § /̂ 3 ^1 O3 £ ^3 "t" ^3) *

— T'j CO C  — yWj — f  [l3 X — § /X3 # 4" ^ £ Z') 4- 

4- a x{^  4- ieO u r +  \  p 3 x +% p zzj) =  \  p 3( a \ - b * j ( \ e a z + bj) +

4" f  ^3 (3 e 3̂ ~~ ^3) •

U it  (7 ) en (4) v o lg t :

(co2 C - t * I - § t * 3x - ï l " 3 Z  +  tv )  +  b3{v  +  e(tx1 +  %V3* +  %t*3*)} =

=  — \  jll3 bx s ( — 3 4" ^1) 4" i  ^3 ( “  3 •

b3 ( m C - f i t -  % fi3x  -  § fi3z +  ev) +  a 3{v  +  e i f r  +  % fi3x  +  $  fi3z)} =

=  -  1 / i , « , e ( -  « ; +  3 £ )  -  i  ^  *« ( -  3 « !  +  # )  +  ®  r / .

D e  som d er q u ad raten  van  (8) g e e ft :

^  . [(^  co2 C - /̂ x -  f  ^3 ^  -  |  7̂ 3 ^ +  3 £ ^ + (
+  W i £ ( ^ 4- f ^ 3 ^  + 2 / ^ 3  * ) }  ] =  Tj B ^3 0  4- i  £ ) x Z *

D e  som d er q u ad raten  van  (9) g e e ft :

S .  [((O* C I j a j  ^ - f / * 3 ^  +  C»)2+ { »  +  «(i“ l -1-1 ^ 3^  +  1  /W3^)}2] =  i

=  co2 C e  +  j V  /4  X* ( i +  e2) -  I  jM3 co C   ̂{e «, ( -  « : +  3 ^1) +  ,

+ £1 (~  3 + b\)) .
U it  ( 10) vo lg t, d a t er tw ee  m ogelijkheden zijn, de to estan d  

w a a r in  x  — O, dus zonder subharm om schen, en de to estan d  m et 
x  O. W e  beschouw en  h ier het g e v a l d a t x  7^ O is, en nemen
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v e rd e r  aan  d a t e =  o is. ( i i )  is dan te vereen vou digen  t o t :

Z {(<»* C -  /Ml -  I  1̂ 3 *  -f fl3 z)2 +  V2}  =

=  w C e 2 +  Jg  b1 ( -  3 a\ +

In  deze form ule is het p rod u ct bt ( -  3 a\ +  b\) nog on bekend . 
H e t is a ls  vo lg t te b erek en en :

Is  e =  O, dan vo lg t uit (8), door de eerste  verg e lijk in g  m et
bz, de tw eed e  vergelijk in g  met a z te verm en igvu ld igen , en d a a r 
n a  op te t e l le n :

I
1 (H a )

v &  + a ‘) +  f  !H *. br (a l -  b\) +  |  a , b\ b3 -

-  4 fl3 a r b 3 (a l -  b\) +  |  ^  a \ b z a , =  o .

O f : z/ = _  34 ^ 3 a3 (3 — ^i) +  f  /̂ 3 ^  $3 (<?2 — 3 .

N a  invoering van  X  =  bz ( -  3 a\ +  # )  en F  =  * x ( -  ^  +  3 
w o rd t  d it :

*  =  ï  /S 0 3 ^  ~  v ) 

U it  (9) vo lg t vo o r e =  o op dezelfde w ijze

(12)

v z — 1  fa  a i X  +  b3 F )  +  co C e a. (13)

U it  (12) en (13) v o lg t :

*3  =_  v (x  +  3 z) 
3 co C e

(H)

N a  elim inatie van  a3 u it de tw eed e  verge lijk in g  (9) g a a t  deze
o ver in :

b3 (cd C -  -  |  ^3 .*■ -  |  ju3 z) +  — ' +  +
3 co CrA

"t i  fa  ( — 3 a i +  ^t)  =  co C e  .

N a  substitutie  in ( 1 1 a )  van  de uit b o ven staan d e  vergelijk in g  
gevonden w a a rd e  d er term  ^ 3 ^  ( -  3 a\ +  ^ ) ,  g a a t  deze o ver in :

 ̂ \ ^  — — 2 Ab x  ~ 4~ f*3 z) 4- v  } =  — co2 C 2 r2 —

-  2 m C e b3 (a>2 C  -  f ix -  |  fA3 x  -  f  ^3 z) +  |  v * (.r + 3 ,2) +  yG ^ 3;r3.
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IO f : {^3 (co2 C -  fit -  I  /u-3 X  -  |  /ij z) +  co C èY  =  yV f1  3 * 3 +

+  j » ( 2 . r +  3 z) -  X̂-r p 2Yr~ -(w C  -  n , -  f  ^3 A- -  f  //3 #) .
9 co C e

T e r  vereenvoudiging w o rd t v e rd e r g esch reven :

co* C -  ju, -  % fi3x -  % /u3z = N .

( 15) is te schrijven  in den vo rm :

+  y T t ö  /“ 3 *  +  i  V  ( 2 ^ + 3  ar) -  P ^  w a a r in : « f ‘
N  N ' 9 co C c

V e r d e r  w a s :  =
v  (x  +  3 -)

 ̂ co C è

U it  de som d er q u ad raten  van  deze vergelijk in gen  vo lg t

2 m c o C è  VTV  ,4  x 3 +  i  X  ( 2 x +  3 s) -  _ ^  =2 >̂2 A2
9 co 6 é7

co2 C 2 r2 +  y1« / i j  A '3 +  { » ( 2 ^  +  3-s) -  z N \

Q u a d ra te r in g  van  deze vergelijk in g  le id t tot de v e rg e lijk in g :

(co' a 2e _  * tv2 ___K^ 1 6
2 Of t * K  (2 -r +  3 *)>’ =  I  *  (t96 f t  *•* -  *0 -

N u  is vo lgens ( 10 )  vo o r s =  O:

X (T^  X  Z -  v )  =  (-J- CD2 C -  jU t-  f  flz X - % f l  zY  . *  .

V o l g t : co2 C 2 A2 — £ V 2 — .V — fj v 2 (2 .r +  3 z) —

=  |  n N  x  ($■  co2 C  -  ju, -  f  ju3 x  -  f  ju3 z) . w a a r in  : 11 =  I .

;r en # zijn nu dus b e p a a ld  door de la a ts te  vergelijk in g  en ver- 
vergelijk in g  ( 10). Sch rijven  w e  beide vergelijk in gen  nog eens 
uit, in aanm erking nemende d at s =  O is gesteld , dan is dus :

AT {  ( 1  CO2 C-flt -  f  fl3 X-  f  jC<3 2 ) 2 +  =  T %  f t  * "  *  •

CO2 C  ë* -  s  (co2 C -  ft, -  f  ,«3 x  -  f  /c3 ^)2 -  £ V2 (2 .r +  3 z) =  

— tV A* 3 'r ° +  f  w ^  ( ^  ^  ”  A*i ~  \  lx'ix  ~  4 A*3 '8') (-J- CO* C  — -

4 A*3 2 Â3 ^ ^

( 16) is te sp litsen  in tw ee  vergelijk ingen , n.1. in x  — o

( 16)

*

.(17)

*

en de
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vergelijk in g  van  een e llips, w a a r v a n  de aslen gtes even red ig  zijn
me  ̂ X ( j  60 C — — 7 v  }  . D eze  e llips h eeft b lijk b a a r  alleen
dan reeële  punten a l s :

(tj Cü2 C — jUt)2 — 7 7 / ^ 0 .
O f : cd C  ^  9 (ju1 + v  7) .

bij a a n w e z ig h e id  d e r  d e rd e  su b h a rm o n isc h e .

Is  a> C  9 ^ l /  7)> dan  vo lg t u it ( 16) d a t jli3 x  — o m oet
zijn. D a n  za l de d erd e subharm onische dus n iet optreden .

H e t le v e rt  groote m oeilijkheden op om uit ( 16) en ( 17) de 
onbekenden fx3 x  en î3 z op te lossen. Teneinde nu toch een 
inzicht te krijgen  in het verlo op  d er krom m en fx3 x  — f  (e) en
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ju3 z =  f  (f) is d it uit (16) en ( 17) vo o r een b ep aa ld  g e v a l grafisch  
onderzocht. D it  leverd e  de krom m en van  fig. lO b e n fig . 10c. F ig . 
10 a  geeft vo o r d it g ev a l het verb an d  tusschen ju3 x  e n  /u3 z volgens 
( 16).

U it  de figuren vo lg t a l d irect d a t niet bij a lle  w a a rd e n  van  
ê de derde subharm onische op kan  treden . V o o r  e <C eR en e es 
(fig. 10 b ) tre e d t geen subharm onische op.

D e  aannam e, d a t a lleen  op de gebieden R  P  en Q S  een 
derde subharm onische voorkom t, le v e rt  een re su lta a t  op, d at 
goed m et de m etingen overeenstem t.

E e n  v e rk la rin g  h iervo o r zou men hierin kunnen zoeken, d a t 
alleen  de oplossing m et n =  +  I stab ie l is, te rw ijl vo o r ep < è < ê 0 
het inschakelm om ent niet zoo gekozen kan  w o rd en , d at de 
derde subharm onische optreed t.

V o o r  de snijpunten P  en Q van  de krom m en vo o r n =  +  I 

en n =  — I g e ld t :

\  o? C  -  fix -  \  ix3 x  -  \  [i3 z =  O . Z ie  (17)

P  =  A \ , i \ x z .  V o lg t  uit (16)

U it  (17) vo lg t vo o r de snijpunten van  de krom m en vo o r 
n =  -h l  en n — — l nog de m ogelijkheid ;

CD C [i3 X f- /̂ 3 z P .

D  eze fa c to r  b leek  ech ter steed s O te zijn.
In  P  en Q is d u s :

O f :  ju3 x

fx3 z

|  Q  cv2 C  -  p ,)  4

i  ( i  m c  ~ / O  -

i / ( i c o 2 c - ^ y  - s v* A
____________________________ = I .

t • i  \  ( i  co2 C ~ P*Y ~  8 v2 . j

M e t t =  +  I co rresp o n d eert het punt P , met t — — I het punt Q. 
D e snijpunten P  en Q tred en  alleen  op a ls  :

co C  ^  9 (/ î v  8) .

U it  (17) en (18) v in d t men ep en eQ. H e t  gebied, w a a r in  de 
derde subharm onische kan  optreden , is v e rd e r  nog begren sd  
door de punten R  en Sy w a a r in  d cjd z — d ejd x  — O en u — +  I is.

W o rd e n  vo o r versch illen d e cap acite iten  grafisch  de spanningen 
in de punten R  en S  b ep a a ld , dan kom t men tot het g e a r 
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ceerde gebied van  fig. 1 1  a ls  het gebied , w a a r in  de derde 
subharm onische kan  optreden .

Is  geen subharm onische aan w ezig , dan g ee ft de gestreep- 
stippeld e krom m e in fig. 10 c  het verlo op  van  ju3 z a ls  functie 
van  e aan .

D eze  kromm e sn ijdt beide an dere krom m en van  fig. 10c in 
geen enkel punt. H e t  is dus n iet m ogelijk om door geleidelijke 
veran d erin g  d er w isse lsp an n in g  van  deze krom m e op één d er 
beide andere o ver te gaan , m .a.w . door geleidelijke veran d erin g

r

------gemeten
------ berekend

ê

F ig .  11 .
G e b ied , w a a rb in n e n  
su b h a rm o n isc h e  k a n

de  d e rd e  
o p tre d e n .

d er w isse lsp an n in g  kan  men niet van  een trillin gsto estan d  zon
d er subharm onische krom m e kom en to t een trillin gsto estan d  
m et subharm onischen.

§ 4 . Tweede onderharmonióche

U it  het experim ent vo lg t d a t de tw eed e  subharm onische alleen  
o p treed t, a ls  de doorlopen  h y ste re s is lu s  asym m etrisch  is, hetgeen 
b e re ik t k an  w o rd en  door de ijzerkern  van  de spoel m et een 
kleine gelijkstroom  te m agnetiseeren . H e t inschakelm om ent h eeft 
geen invloed  op het a l o f niet optreden  d er tw eed e  subharm o
nische en ze zal sp o n taan  on tstaan , zood ra de v o o rw a a rd e n  
gunstig zijn.
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O o k  h ier w o rd t u itgegaan  van  het m eest eenvoudige geva l, 
nl. d a t flux en stroom  geen an d ere harm onische com ponenten 
b evatten  dan gelijkstroom , tw eed e  subharm onische en grond- 
trilling.

12.
F lu x  en stroom  w o rd en  dus gesch reven  in den vo rm :

xp = a x sin }y cd t  4- a2 sin cd t  4- b0 4- b x cos ^ cd t  4- b2 cos cd t .
i  j =  cx sin |  cd t 4- c2 sin cd t +  d0 +  d T cos \ cd t +  d 2 cos cd t . 0 )

V o o r  het c ircu it ge ld t de d iffe re n tia a lv e rg e lijk in g :

c f  xp
d f

d  z* i
4- R  — -  4- — =  cd è cos cd t . (Z ie  fig. 12) . 

d  t C
<2)

H  ierin  is i c de stroom , die v lo e it d oor ca p a c ite it  en w e e r 
stan d .

N u  is : i c =  -  .

V o lg t : i c =  c1 sin cd t 4- c2 sin cd t 4- d 1 cos \  cd t +  d 2 cos cd t . (3 )

U it  ( 1), (2 ) en vo lg t na invoering van  e =  cd R C :

\  cd* C a x 4- 4  s d 1 — c1 =  o .

— 4- cd a ^ 1 -\--\)ECl - \ - d l — o .
(4)

CD C cir, 4“ s d 2 — C2 — O

— CD2 r'Cs b o 4~ 8 C2 4~ d 2 — cd C c .
I
f
J

(Ö)

D e  xp — z-lus w o rd t  w e e r  b en ad erd  door de form ule
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1 spoel +  V +  *
 ̂ yj

n = I  d(n co t)
(6)

U it ( 1)  en (6) v o lg t :

d0 — b0 ([Ai +  4̂ 3 bQ 4~ "2 [A% Ij 4“ '2 4̂ 3 d) 4“ ^ [A3 b2 ij)x i t j  4~  ̂[)3 Cl\ b, Cl2 . (7 )

Cl =  I (/̂ I 4- 3 /*3 bl 4- I  4*3 V +  2 ^3 *) -  3 4*3 («I b<2 -  a2 b j)  - v b , .  |
=  ^4 (ytcr 4~ 3 4*3 bo 4* ^  [a3 z/ 4- i | 4*3 'S') 4~ 3 4*3 b 0 (ci, ci2 4~ b , b j[  4~ o ci, .1

c% =  (/A 4- 3 ju3 bl 4- I  fi3 i j  4- f  /i3 z) 4- 3 [i3 b0 a, bt -  v  b2 .

d* =  b2 (ju, 4- 3 [a3 bl 4- |  ju3 ij 4- f  [a3 z )  4- 3 [a3 b0 (b\ -  a\) 4 v  cz2 .

H ie rin  i s :

i j  =  d\ 4- b\ =  (am plitude tw eed e  subharm onische v.d . flux)‘ . 

£ =  cz2 4- ^2 =  „ eerste  harm onische „ „ )2 .

(8) in (4 ) gesu b stitu eerd  g e e ft :

co2 C  -  /x1 -  3 /n3 bl -  f  /i3 i j  — § /*3 z +  +  j

+ öt{v + ±e (/*, + 3 y“3 H + f  /*3 ij + I  y«3 4 )  = I
=  ~ 3 fobo  («i 32 -  3 ,) -  § e /x3 30 (rtj +  3 , 32) . f

/ ( 10 )
-  3 ,; { |  (o C  -  /ut -  3 fi2 b\ -  f  fi2 i j  - 1  fi3 z +  \  v }  +

+  a i { V +  2 6 (j4*1 +  3 m  +  43̂ V + i  /“ 3 4 )  =

=  -  3 ju330 (a , rt2 +  3 , 32) +  § e ^3 3C ( -  tf2 3 , +  32) .

U it  (9 ) en (5) v o lg t :

2 {co2 C — [A, — 3 yW3 bl — |  ycc3 i j  — |  ju3 z  4- e v )  4- 

4- 4- e (yCtï 4- 3 ^3  4- f  [a3 ij 4- j  ya3 ^ )}  =

=  3 t*3 ^0 ^ 'I i   ̂ 4̂ 3 (^ i ^ 1) •
-  {co 2 C  -  [Al -  3 [A3 b l -  % [A3 i j  -  $  [A3 z  +  £ 71) 4-

4- {j> 4- £ ( /ij 4- 3 [a3 b0 +  f  4̂ 3 ij 4- j  [a3 z ) }  =

— % [a3 b0 (bi cij) 3 4̂ 3 bo cii bx 4- 00 C l .

( n ;
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D e  som d er g u ad raten  van  (10 )  le v e rt  o p :

ij [ {  4 of C — — 3 ^3 “  i  fa V — t  fa z +  i  £ v < +  {

+  \  £ (f* i +  3 /*3 +  4 V +  2 fa  ] — 9 At3 ^ o (I +  T £ ) il 'J •

D e  som d er q u ad raten  van  ( 11) g e e ft :

Z [{co 2 C -  jU, -  3 fa -  2 fa V -  4 fa z +  £ VY  +

(12)

-\- {v  £ (/̂ I +  3 fa  2 /̂ 3 é/ 4 /̂ 3 <sr) f ]

-  CO2 C  è2 -  3 co C ëju3 b0 (b\ -  a\ +  2 e a x bt) + *} jua3 b\ ( i +  e )  i f .

i (13)

W e  b ep erken  ons v e rd e r  to t het g e v a l d a t £ =  O, een g eva l 
d a t in de p ractijk  kan  w o rd en  ben aderd .

V erm en igvu ld ig t men de e e rste  vergelijk in g  van  ( 10) met bt , 
de tw eed e  m et ctïf dan  vindt men vo o r de som d er a ldus v e r 
kregen  verge lijk in gen :

v ij -f- 6 fi3 bQ a 1 b1 b2 + 3 3 ô (^ 1 ^1) 2̂ o •
E ven zoo  le v e rt  de som d er resp ect, m et b2 en a 2 verm en ig

vuld igde vergelijk in gen  ( 1 1 ) :

2 v  z -  6 ^3b0aï bl b2 -  3 fi3b0(a1 -  b\) 2 cd C ë , a 2 .

U it  de som van  beide b o ven staan d e  vergelijk in gen  v o lg t :

v (ij +  2 z)
cz2 = 2 CO C ë

( H )

N a  substitutie  van  ( 14) is de tw eed e  vergelijk in g  van  ( 1 1 )  

te schrijven  a ls  :

— 2 fa  b0 (bi — rti) =  — b2 (co C  -  ^  -  3 ju3 b0 -  % [*3 ij -  f  /x3 z) +

, v ' (V +  2 z)
2 co C ë

— co C ë .

H ierm ee is ( 13) te herleiden  to t :

{ , o ^  7-2 0 • • O \2 , 2 \  2 /-»2 a2
(co c  -  Ut -  3 fi3 & o f i 3 tj -  {  Z) +  =  -  co 6 e -

-  2 CO C  C /52 (co2 6  -  yU, -  3 ^ 3  -  I  « 3  y  ~  4 /V:2) +  4 ^ 3  +
+  f'" (y  +  2 *) .

H ieru it v o lg t :

(b2 N  +  co C ë)2 =  & u3 bl i j2 4- v* (ij +  z) -  a2 N 2,

bV — CO C  yCCx 3 3 "2 /̂ 3 {/ ï  /̂ 3 "  *

w a a r in  :
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N u  is d u s:

b2 N  =  -  co C e +  n } |  ju3 i f  +  v  +  .n =  i .

N a  q u ad raterin g  vo lg t h ieru it:

(^2 +  al) N  =  z N 2 =  co2 C 2 e2 4- |  f 3 b20 f  +  v 2 (ij +  z) -

-  2 n (o C ê . I' |  fi\b l i j 2 +  v ' (ij +  z) -  a l N 2 .

A n d ers  gesch reven  na su b stitu tie  van  de in ( 14) gevonden 
w a a rd e  van  a0:

2 n co C  è f  |  ju23 b20 f  +  v 2 (ij +  z) -  N 2 . — 2 ^  =  co2 (72 è2 -2 ,-.2 c24 co C c 

-  z N 2 +  f  ju3 b20 f  -f v 2 ( ij +  z) .

N a  q u ad raterin g  is deze verge lijk in g  te herleiden  to t :

(co2 C e *  -  z N * -  I  fi\ b l  i f  -  W2 (ij +  z) } 2 =  N 2 i j '  (9 £  b \  z -  v 2) . 

N u  is vo lgen s ( 12 )  vo o r e = O :

V (9  f4 bl z -  v )  =  i j  (\  co2 C  -  fit -  3 fi3 b l - \ f i 3 i j  -  f  .z)2 •

M e t  gebru ikm aking h iervan  v in d t men te n s lo tte :

2  / - « 2  a 2  t\ t 2  q  2  7 - 2  • - 2  2  /  • •  vco 6 r — z N  — f  ju3 b0 zj -  v (ij +  z) =

l (1 5 )=  v t i j  N ( \ ( o  C  -  fit -  3 fi3 bl |  -  |  ) .

W a a r in  ;^2 =  i .
V o lg e n s  (7 ) w a s :

— K  (ia i +  /i3 +  -|/^3 57 H~ 2" /̂ 3 ^) +  f  /̂ 3 b 1 (bl — # 1) +  ^ 3^x • (7 )

V erm en igvu ld ig t men de eerste  verge lijk in g  van  (10 )  m et } cii!b0 , 
de tw eed e  vergelijk in g  van  (10 )  men { b j b 0 , dan  le v e r t  het v e r 
schil van  de a ldus v erk reg en  vergelijk in gen  op :

f  ^3 ^2 ('p\ ~  f )  +  f  ju3 ai bi a2 =

=  i  i j  IK  ( i  ao2 C  -  iii -  3 ix3 bl -  f  i j  -  |  *) ,

H  ierm ede is het m ogelijk (7 ) te herle iden  to t :

f  =  (/ î +  H3 bl +  |  /u3 i j  +  f  /u3 z) +
• •

+  i  ( i  ™ ^  -  H* -  3 Ab ~  l  Hz i j  ~  $  Hz z) ■
(16)
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H ierm ed e zijn w e dan gekom en to t de vergelijk in gen  ( 12), (15) 
en (16) die den trillin gsto estan d  bepalen .

V o o r  het beschouw de g e v a l (s =  o) is d u s:

i j  [ (4- CO2 C -  Hr -  3 f*3 #  -  f  /h V -  f  A*3 ZY  +  A  =  9  fh V *  • ( 18 )

co2 C V  =  z(m  C -  ,Ml -  3 A'3^o - Y f  +

-f- 77Z ij (^  CO C 3 3 —  ̂ /^3 V 2" /̂ 3 *0
X  (co2 C  -  fi, -  3 ^ 3 #  -  I .«3V y  + v  (jr +  z)

W a a r in :  ;/z =  I

d0 — b0 (/ î 4- fx3 4- i  ^3 V +  f  7*3 ,:r)

4- — (-J- CU C — [XI — 3 7̂ 3 -  f  V -  2 ^3 ^  *
bn

\

( 15)

(16)

E lim in atie  van  een d er veran d erlijk en  [X3 b0 , /̂ 3 ij , /̂ 3 u it deze 
vergelijk in gen  le id t to t on oplosbare hoogere m achtsvergeh jk ingen  
van  de an d ere onbekenden. D a a ro m  zijn de oplossingen  h ier 

grafisch  b ep aald .

V o o r  het geva l, d a t e r een tw eed e  subharm onische aan w ezig  

is, v o lg t uit ( 18) :

( I  CO2 C -  luI -  3 fi3 bl -  f  ,«3 i j -  f  z f  =  9  ( 19)

O f, in anderen  vorm  g esch reven :

( f  fh z “  ( i  °°2 C -  fXi ~  4 f*3 V)) +

+  {3  fx3 b l - { \ ( x j  C -  ,u, -  1 ^ 3  ij)Y  =  ( i  co2 C  -  /A -  1 ^ 3  ij)'

D eze vergelijk in g  h eeft a lleen  reëele  w o rte ls  a ls  :

co C — fxr — % f c i j)  — v  ^  o .

O f : \  cd2 C  ^  [Xx 4- v  4- |  fx3 i j  .

D e  tw eed e  subharm onische za l dus alleen  optreden  a ls

— v
. (19a)

co C  4 (/ î 4- ^) .

U it  ( 19) v o lg t :

f̂ 3 ij — 3 ( i ^  ^  Ẑ 1 3 Ẑ3 I Ab

4- r • 3 f  9 Ẑ3 • 7̂ 3 Z

( 19b)
V r  — i .
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D eze w a a rd e  van  fi3 ij in ( 16) gesu bstitu eerd , g e e ft :

do bo ( 9 ^  ^  5 /^3 bo — -j| ju 3 z +
V

3 /̂ 3 b0

— r j  -4 co C  f,g n bQ | z )/ 2 r2 2• °o ■ --------------------------- —-------------------  .
3 /̂ 3 bo

(20)

H e t is m ogelijk vergelijk in g  (20 ) a f  te beelden  in het /i2 b*0 — ju3 z 
v la k . M.en v in d t dan vo o r versch illen de w a a rd e n  van  d„ krom -

F ig . 13 .
A m p litu d e  d e r  f lu x co m p o n en ten  

bij a a n w e z ig h e id  d e r  tw e e d e
a ls  fu n c tie  v a n  
su b h a rm o n isc h e .

e,

men a ls  de g estreep stip p e ld e  krom m en P  Q in fig. 13a, die in 
de punten P n en Qn de ellips vo lgens ( 19a) vo o r ju3 i j  — O snijdt. 
V o o r  het g ev a l ju3 ij =  O le v e rt  ( 16) de getro kk en  krom m e in 
figuur (13a), vo o r w e lk e  krom m e volgens (16) zal ge ld en :

do b0 (ŷ I “f" bQ -f- -J- î3 z) . (2 1)

B ij v a r ia t ie  van  (x3 z za l nu vo o r het g e v a l d a t b .v . d0 — cI 
ach tereen vo lgen s w o rd en  d o orlo o p en ; de getro kk en  krom m e

P i P i ; de g estreep stip te  krom m e P x Qx; de getrokken  krom m e



EENIG E TRILLINGSVERSCHIJNSELEN 169

Q rS x, ( 1 % )  geeft vo o r elk  punt van  de g estreep stip te  krom 
men P n Qn de w a a rd e  van  /u3 ij .

N u  is vo o r ied er punt d er krom m en Rn Sn de grootte  van  c 
uit ( 15) te berekenen . M e t  behulp van  de zoo gevonden 
w a a rd e n  van  èt is het m ogelijk het verloop d er krom m en: 
ju3 z — f  (c); ju3 i j  =  f  (e) en p 3 bI =  f  (e) te bepalen . H ie rv o o r 
vindt men de krom m en van  figuur 13b ; 13c en 13d.

.2
ft3 ̂ 0

U it een a a n ta l van  deze krom m en vo o r versch illen d e w a a rd e n  
van  d0 en C  kan  men de gebieden in het (è , d0)c, resp ect, het 
( e , C)ctQ v la k  bepalen , w aarb in n en  de tw eed e  subharm onische 
o p treed t. B ij de aannam e, d a t aan  de grenzen van  deze gebieden 
/u3 i j  =  O is, w e lk e  aannam e b eru st op w aarnem ingen , kan  men 
den vorm  d er bedoelde gebieden op een voudiger w ijze vinden.

Capaciteit co/utant

D e  grenzen van  het gebied  in het dQ, e v la k , w aarb in n en  
bij een aangenom en w a a rd e  van  C  de tw eed e  subharm onische 
kan  optreden , w o rd en  gevonden door de snijpunten P n en Qn 
van  de e llips /u3 z =  f  (p3 f ._ o, die ( 19a) v o o r deze w a a rd e

van  C o p levert, met de krom m en ju3 z — f  (ju3 3 l ) , die (21) vo o r 
versch illen d e w a a rd e n  van  d 0) o p levert, te bepalen .
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M e t behulp van  (15) is de grootte  van  è in deze punten te 
bepalen . M en  kom t zoodoende to t figuren a ls  fig. ld , w a a r 
binnen het gearceerd e  gebied  de tw eed e  subharm onische kan  
optreden.

GeiijkjlroonidterkLe constant.

H ie r  g a a t  het dus om de grenzen van  het gebied  in het C , ê 
v la k , w aarb in n en  vo o r een b ep aa ld e  w a a rd e  van  d0 de tw eed e  
subharm onische kan  optreden.

F lg . 1 4a .
G eb ied , w a a rb in n e n  de  tw e e d e  su b h a rm o n isc h e  o p tre e d t ,  

in d ie n  C  c o n s ta n t  w o rd t  g e h o u d e n .
M en  b e p a a lt  h ier de snijpunten P n en Qn van  de kromm e 

ju3 z =  f  (fi3 &V) > die (2 1)  vo o r deze w a a rd e  van  d0 o p levert, met 
de ellipsen  ju3 z — f  (ju3 K ) fl3 £-_  0 , die (19a) vo o r de versch illen d e 
w a a rd e n  van  C geelt.

U it  de coördinaten  d er snijpunten en ( 15) is dan w e e r  de 
grootte  van  e te berekenen . O o k  h ier g a f  de bereken in g  k w a lita t ie f  
een vrij goede overeen kom st m et het experim ent, zie fig . 15a 
en 15b.

Is  : j  co2 C — /uI — 3 tu3 3l — |  [x3 i j  — -| ju3 z — O , dan va llen  
de oplossingen  v o o r m =  +  I en m =  +  I sam en. (16) en (19) 
gaan  in d it g eva l o ver in :

v 2 =  9 ju3 l>l. ju3 z .

d Q = b0 ( ya I +  f i3 b0 4  [l 3 y  +  4 l^3 z)  •
U it  de la a ts te  vergelijk in g  v o lg t :
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I  ih V +  I  ^3  z = T  ~ M i&o
V e r d e r  is : £ ,w3 i j  +  -§ /t3 xr =  1  o,2 C -  ^  -  3 ^  Z2 .

V o lg t :  f t < ) ' = | | ^ + 2 / ( 3 ^ - { « ) ! f j .  (22 )

=  f ^ c o 2 C -  ^  -  5 -  . (2 3 )

V =  6 yUj Z2 5  fü2 C -  /<, -  5 /r3 Z2 -  . (24 )

C C

F ig . 15 .
G eb ied , w a a rb in n e n  de  tw e e d e  su b h a rm o n isc h e  o p tre e d t, 

in d ien  c o n s ta n t  w o r d t  g eh o u d en .
(2d) kan  reëele  w o rte ls  b0 hebben, w e lk e  grafis  te bepalen  zijn. 
B e re k e n t men nu u it (22 ) en (23) de w a a rd e  van  ju3 ij  en ju3 z 
vo o r deze reëele  w o rte ls  b0 , en uit ( 17) het verlo op  van  ê =  f ( C )  
vo o r de aldus gevonden p o sitie f reëele w a a rd e n  van  /x3 b~ot ju3 ij 
en z, dan kom t men to t de g estreep te  kromm e in lig. 15 a.

B ij de w aarnem in gen  w e rd  bij correspon deren de instellingen  
(zie gestreep te  krom m e fig. 15b) een a fw ijk in g  in de p eriod icite it 
van  het versch ijn se l gevonden. D e  tw eed e  subharm onische w a s  
h ier w e l steed s aan w ezig , m aar er traden  onregelm atige am plitude 
veran d erin gen  op.

D it  versch ijn sel la a t  verm oeden, d a t één d er w a a rd e n  van  
m een stab ie le  oplossing geeft, de an d ere w a a rd e  van  ;/z niet. 
V a l l  en beide oplossingen  sam en, dan kan  men een a fw ijk en d  
ged rag  van  het c ircu it verw ach ten .
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