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SAMENVATTING
E e n  m e th o d e  w o rd t  o n tw ik k e ld  om  bij een  n e tw e rk , d a t  een  s p a n n in g s 

b ro n  v b e v a t, o n d e r  w e lk s  in v lo ed  in een b e p a a ld e  ta k  een  s tro o m  i v loe it, 
bij h e t  o p tre d e n  v a n  d isc o n tin u ïte ite n  in v o f  zijn a fg e le id en  de  d a a rd o o r  
in i en zijn a fg e le id en  o n ts ta a n d e  d isc o n tin u ïte ite n  te  b e re k e n e n  m et b e h u lp  
v a n  de  d iffe re n tia a lv e rg e lijk in g , w e lk e  h e t v e rb a n d  tu ssc h e n  i en v a a n g e e f t.

1. Probleemstelling
In d i en in een e lec trisch  n e tw e rk , o p g eb o u w d  u it lin ea ire  con

s ta n te  e lem enten , een sp an n in g sb ro n  v  w e rk t, o n d e r w e lk s  in 
v loed  in een b e p a a ld e  ta k  een stro om  i v loe it, b e s ta a t  tu ssch en  
i en v  een v e rb a n d , d a t  u itg e d ru k t w o rd t  d o o r een lin ea ire  
d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  m et co n s ta n te  coëfficiën ten  van  de vorm

(a0 D"  +  ax D n ~ X +  . . .  +  a j  i  =  (b0 D n + b1D n ~  1 +  . . .  + b j  v. (1)
H  ierin  is D  — d jd t , de d if fe re n tia a lo p e ra to r , te rw ijl de a’ s en 
b s b e p a a ld  w o rd e n  d o o r de g ro o tte  van  de elem enten , w a a r 
u it h e t n e tw e rk  is opgebouw d. E én  of m eer van  de a’s en ^ 's 
kunnen  de w a a rd e  nul hebben .

V e ra n d e r t  v  sinusvorm ig  m et de tijd  m et een h o ek freq u en tie  
co, d an  b e s ta a t  e r  een  op lossing  v o o r i , w elke  eveneens s inus
vorm ig v e ra n d e r t  m et de h o ek freq u en tie  co. W ij kunnen  deze
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vinden  in com plexe vorm  d o o r in (1) D  te  v e rv a n g en  d o o r jco 
en i en v  d o o r hun com plexe w a a rd e n  I  en V. W ij kom en dan  
to t

J  _  bo (jco) 4- b1 (jco) 1 +  • • • +  bn y
a0 ( j c o f  4- a t (jco)n 1 4- . . . 4- a

(2)
tl

O m g ek ee rd  k u n n en  w ij, ind ien  (2) b ek en d  is, w e e r  to t  de 
d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  te ru g k e e re n  d o o r e e r s t  be ide  leden  van  
(2) m et de noem er te  verm enigvu ld igen  en d a a rn a  jco te  v e r 
v an g en  d o o r D, en /  en V  d o o r de m om enteele w a a rd e n  i  en v. 
V a a k  is d it  een een v o u d ig er w eg  om to t  de d iffe re n tia a lv e rg e 
lijking te  kom en, d an  d o o r deze re c h ts tre e k s  a f  te  leiden.

In  (1) b esch o u w en  wij nu v  a ls  func tie  v an  de tijd  gegeven, 
dus eveneens h e t geheele re c h te r lid  v an  (1), te rw ijl i  g e v ra a g d  
w o rd t. V o o r  z is (1) dus een n iet-hom ogene lin ea ire  d iffe ren 
tiaa lv e rg e lijk in g  m et co n s ta n te  coëfficiënten. D e  th eo rie  van  deze 
vergelijk ingen  le e r t, d a t  de algem eene op lossing  d a a rv a n  b e s ta a t  
u it de a lgem eene op lossing  v an  de hom ogene vergelijk ing  v e r 
m e e rd e rd  m et een p a r tic u lie re  in te g ra a l v an  de n iet-hom ogene 
vergelijk ing  en dus in h e t algem een  de vorm  h e e ft

n

t — 2  A , e^k +  p a r tic u lie re  in te g ra a l,k -  X
w a a r in  de p k 's  de w o rte ls  zijn van  de verge lijk ing

Ji , n — 1a0p  +  ei j p  4~ . . .  4-ei — O
en de A *s de n in te g ra tie c o n s ta n te n  vorm en.

O n s  p ro b leem  is th a n s  n a  te  g aan , hoe deze in te g ra tie c o n 
s ta n te n  kunnen  w o rd e n  b e p a a ld . S te l, d a t  v  a ls  functie  van  de 
tijd  gegeven is n a  een zek e r a a n v a n g s tijd s tip , d a t  wij m et t — O 
zullen aan d u id en , d an  zijn de stro om en  en spann ingen  in h e t n e t
w e rk  p as  geheel b e p a a ld , w a n n e e r  ook  de en e rg iev erd ee lin g  
in h e t n e tw e rk  bij t — O gegeven is, w a t  n ee rk o m t op de g ro o tte  
en rich tin g  v an  de sp an n in g en  op de co n d e n sa to re n  en v an  de 
s tro o m en  d o o r de spoelen . D eze  vorm en  tezam en  de z.g. aan - 
v a n g sv o o rw a a rd e n  en h e t a a n ta l  in te g ra tie c o n s ta n te n  zal dus 
gelijk zijn a a n  h e t a a n ta l  o n a fh an k e lijk e  gegevens, d a t  noodig 
is om de en e rg iev erd ee lin g  in de a a n v a n g s to e s ta n d  te  b ep a len . 
D i t  a a n ta l  za l dus ho o g sten s gelijk k u n n en  zijn a a n  de som 
v an  h e t a a n ta l  co n d e n sa to re n  en sp o e len ; in som m ige gev allen  
za l h e t e c h te r  k le in e r zijn, bijv. ind ien  h e t n e tw e rk  d rie  con

(3)

(-0



IN- EN UITSCHAKEL VERSCHIJNSELEN 175

d e n sa to re n  in d rieh o ek  of d rie  spoelen  in s te r  b e v a t, d a a r  de 
en erg iev erd ee lin g  in e lk  v an  deze d r ie ta lle n  e lem en ten  d o o r 
s lech ts  tw e e  o nafh ankelijk e  gegevens w o rd t  b ep aa ld .
_In  p la a ts  van  te  v rag e n  n a a r  de stro o m  d o o r een b e p a a ld e

ta k  kunnen  wij ook v rag en  n a a r  de spann ing  op een b e p a a ld e  
ta k , in p la a ts  v an  een sp an n in g sb ro n  k a n  h e t n e tw e rk  ook een 
s tro o m b ro n  b e v a tte n . D eze  v rag e n  le iden  to t  a a n  (2) ana loge  
d iffe ren tiaa lv erg e lijk in g en , z o o d a t a lle  beschouw in gen  zo n d er 
m eer ook d a a ro p  v an  to e p a ss in g  zijn.

2. Eerste methode
E en  e e rs te  m ethode om de in te g ra tie c o n s ta n te n  te  b e p a len  

b e s ta a t  u it he t u itd ru k k e n  van  de spann ingen  op de conden
sa to re n  en v an  de s tro o m en  d o o r de spoelen  in de g ev raag d e  
s tro om  i  en de gegeven spann ing  v  en hun afgele iden . D i t  is 
u it de schakeling  van  h e t n e tw e rk  in h e t algem een m ogelijk

F ig . 1

zo n d er te  behoeven  in teg re e re n . S u b s titu e e re n  wij v o o r i in 
deze u itd ru k k in g e n  de w a a rd e  (3) en s te llen  wij h ie rin  d a a rn a  
t  =  o, d an  kom en wij to t  n o n a fh an k e lijk e  lin ea ire  vergelijk ingen  
v o o r de in te g ra tie c o n s ta n te n , w a a ru i t  deze k u n n en  w o rd e n  be-

W ij zullen  deze m ethode to e lic h ten  a a n  een zee r eenvoudig  
v o o rb ee ld . S te l, wij v rag e n  in h e t n e tw e rk  v an  fig. 1 n a a r  de 
stro o m  i, w e lk e  o n ts ta a t  o n d e r inv loed  v an  de sp an n in g sb ro n  
v. M e t  de com plexe w isse ls tro o m m eth o d e  is a f  te  le iden , d a t

jco C R 2 +  I 
ja> C R l R 2 + R T +  R 2

D e  h ie ra a n  ten  g ro n d slag  liggende d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  is dus
( C R ZR 2D  +  R x + R 9) i =  (C R 2D  +  i)  v  . (6)

D e  algem eene op lossing  h ie rv an  h e e ft de g e d a a n te
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i  = A e  a l + f ( t ) ,  (7)
w a a r in  a =  {R 1 -f R 2)jC R Z R 2 en f  (7) een p a rtic u lie re  in te g ra a l 
v o o rs te lt.

O m  de in te g ra tie c o n s ta n te  A  te  b e p a le n  m oeten  wij u it fig. 1 
de spann ing  op de co n d en sa to r, v c, u itd ru k k e n  in i en v  en d a a r 
n a  h ierin  v o o r t de w a a rd e  (7) su b s titu e e re n . W ij k rijgen  zoo

vc =  v — R x i  =  v  — A R I e a t — R x f  (f) .
V o o r  7 =  0 w o rd t  d it

Vco = v 0 -  A R 1 -  R , f ( o ) ,
w a a r in  vco en vQ de w a a rd e n  v an  vc en v  v o o rs te lle n  bij 7 =  0. 
V o o r  A  vo lg t h ie ru it

A  =  — _  VcoR, - / ( o ) . (8)

3. Tweede methode
E en  tw e e d e  m eth ode  om de in te g ra tie c o n s ta n te n  te  b ep a len  

b e s ta a t  u it  h e t u itd ru k k e n  v an  t en zijn e e rs te  n — I a fgele iden  
in de sp an n in g en  op de co n d en sa to ren , de s tro o m en  d o o r de 
spoelen  en v  en zijn afgele iden . O o k  d it is u it de schakeling  
v an  h e t n e tw e rk  in h e t algem een m ogelijk zo n d er te  behoeven  
in te g re e re n . S u b s titu e e re n  wij deze u itd ru k k in g e n  in (3) en de 
7i — I d a a ru i t  d o o r d iffe re n tia tie  n a a r  7 afgele ide  vergelijk ingen  
en s te llen  wij h ie rin  d a a rn a  7 =  o, d an  kom en wij w e e r  to t  n 
o n a fh a n k e lijk e  lin ea ire  vergelijk ingen  v o o r de in te g ra tie c o n s ta n 
ten , w a a ru i t  deze k un nen  w o rd e n  b e p a a ld .

P a s se n  wij d it  toe  op h e t b o v e n s ta a n d e  v o o rb ee ld , d an  k u n 
nen wij u it  fig. 1 d ire c t aflezen , d a t

v -  vci = ----------- .
Rr

S u b s titu e e re n  wij d it  in (7) en s te llen  7 =  0, d a n  k rijgen  wij
vn — vco =  A  +  ƒ  (o) ,

w a t  o v e reen k o m t m et (8).
H e t  o n d e rsch e id  tu ssch en  de e e rs te  en de tw e e d e  m ethode 

w o rd t  g ro o te r  bij n e tw e rk e n , die le iden  to t  d iffe re n tia a lv e rg e 
lijk in g en  van  hoogere  d an  de e e rs te  o rde .
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4. Derde methode
Bij de beide  to t  nu toe  b e sp ro k e n  m eth oden  m oeten  wij u it 

de schakeling  v an  h e t n e tw e rk  n g ro o th ed en  b e rek en en , w a t  
som s vrij b ew erk e lijk  k a n  zijn. W ij  w illen  nu la te n  zien, d a t  in 
vele gevallen  alle  gegevens, w e lk e  noodig  zijn om de in te g ra tie -  
c o n s ta n te n  u it de a a n v a n g sv o o rw a a rd e n  te  b ep a len , in de d iffe
ren tiaa lv e rg e lijk in g  zijn v e rv a t  en h ie ro p  een d e rd e  m ethode 
b a se e re n  om deze c o n s ta n te n  te  b e rek en en . W ij behoeven  d a a r 
bij, n a  h e t o p s te llen  v an  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g , dus n ie t 
m eer a a n  h e t n e tw e rk  te  den ken  en kunnen  d a a rd o o r  v ee la l op
k o r te re  wijze ons doel b ere ik en .

L a te n  wij beg innen h e t geval te  beschouw en , w a a rb ij in de 
a a n v a n g s to e s ta n d  geen energ ie  in h e t n e tw e rk  aan w ez ig  is. O m  
in te  zien, d a t  h e t geheele verlo o p  van  i  d an  v e rd e r  d o o r de 
d iffe ren tiaa lv erg e lijk in g  w o rd t  b e p a a ld , s te llen  wij ons voor, d a t  
v  ook  vóó r t — O gegeven is en w e l d a t  v  d an  s teed s  de w a a rd e  
nul h e e ft en d a t  v óó r t — O geen energ ie  in h e t n e tw e rk  a a n 
w ezig  is, z o o d a t d an  ook z — O is. S p rin g t v  bij t — O p lo tse 
ling op de w a a rd e  voy d an  zal (op één u itzo ndering  na, w a a ro p  
wij b en ed en  in § 4,3 te ru g k o m en ) d ire c t na  de sp ro n g  van  v  
nog geen energ ie  in h e t n e tw e rk  aan w ez ig  zijn, zo o d a t wij v oo r 
de b e rek en in g  van  i n a  t — O to t  h e t o o rsp ro n k e lijk  geste ld e  
p ro b leem  kom en. N u  zal i zoow el v o o r t O als v oo r t O aan  
de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  m oeten  v o ld o en ; bij t — O tre d e n  
e c h te r  d isco n tin u ïte iten  op, z o o d a t d aa rb ij n ie t m eer v an  het 
vo ldoen  a a n  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  kan  w o rd e n  gesp ro k en . 
L a te n  wij v  e c h te r  n ie t m et een sp ro n g  toenem en  doch ge
leidelijk  g ed u ren d e  een k o r te  tijd , w e lk e  wij de schak eltijd  zu l
len noem en, d an  zal i ook g ed urende  deze sch ak e ltijd  a a n  de 
d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  m oeten  voldoen , z o o d a t i d an  v oo r a lle  
w a a rd e n  van  t a a n  één d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  m oet voldoen. 
D e  a a n v a n g sv o o rw a a rd e n  w o rd e n  hierbij gevorm d d o o r de eisch 
z = o v oo r 7 < 0 .  V o o r  h e t b e rek en en  van  i v o o r 7 > 0  zullen  
wij v e rd e r  dus a a n  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  genoeg m oeten  
h eb b en  en wij zullen d a a rn a a s t  dus n ie t m eer op de schakeling  
v an  h e t n e tw e rk  b eh oeven  te  le tte n . L a te n  wij te n s lo tte  de 
sch ak e ltijd  to t  nul n a d e re n , d an  kom en wij to t  de op lossing  
v an  h e t eigenlijke p rob leem .

Is  in de a a n v a n g s to e s ta n d  w e l energ ie  in h e t n e tw e rk  a a n 
w ezig  en is deze gegeven d o o r de spann ingen  op de conden
sa to re n  en de s tro o m en  d o o r de spoelen  bij t — O, d an  m oeten
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wij v o o r h e t b e p a le n  v an  de in te g ra tie c o n s ta n te n  w e l geb ru ik  
m aken v an  de schak eling  v an  h e t n e tw e rk . In  vele gevallen  
lig t h e t p rob leem  e c h te r  a n d e rs  en t r e e d t  in een n e tw e rk , w a a rin  
een sp an n in g sb ro n  v  w e rk t, o n d e r inv loed  w a a rv a n  in een b e 
p a a ld e  ta k  een  bek en d  v erlo o p en d e  stro om  i  v loe it, bij t — O 
een sp ro n g  in v  op en w o rd t  g e v ra a g d  te  b e rek en en , hoe i  
d a a rn a  v e rlo o p t. H e t  s lu iten  v an  een s c h a k e la a r  le id t bijv. to t  
zoo n  sp rong , w a n t een sc h a k e la a r  is op te  v a tte n  als een s p a n 
n ingsb ron , w a a rv a n  de g ro o tte  gelijk is a a n  de sp an n in g  op de 
sc h a k e la a r , w e lk e  spann ing  bij h e t s lu iten  dus p lo tse lin g  nul 
w o rd t  (h e t openen  van  een s c h a k e la a r  is b e te r  op te  v a tte n  
a ls  een sp ro n g  v an  een s tro o m b ro n , w a n t  een sc h a k e la a r  kom t 
ook overeen  m et een s tro o m b ro n , w a a rv a n  de g ro o tte  gelijk is 
a a n  de stroom  d o o r de sc h a k e la a r , w e lk e  stroom  bij h e t openen 
dus p lo tse lin g  nul w o rd t) . D e n k en  wij de sp ro n g  in v  w e e r  v e r 
vangen  d o o r een geleidelijke v e ra n d e rin g  in een k o r te  schakel- 
tijd , d an  zal z v o o r a lle  w a a rd e n  v an  t  w e e r  a a n  één d iffe ren 
tiaa lv e rg e lijk in g  m oeten  vo ldoen , te rw ijl  de a a n v a n g sv o o rw a a r-  
den  w o rd e n  gevorm d d o o r de eisch, d a t  i  v o o r t  <^0 h e t b e 
ken de  verloo p  h ee ft. O o k  nu zullen  wij v oo r h e t b ep a len  van  
de in te g ra tie c o n s ta n te n  dus n ie t m eer op de schak eling  van  h e t 
n e tw e rk  behoeven  te  le tten .

N og  ie ts  a lg em een er kunnen  wij h e t vo lgende zeggen. A ls h e t 
v e rb a n d  tu ssch en  z en v  d o o r een d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  van  
de o rde  in z w o rd t  u itg e d ru k t en v  a ls  gegeven w o rd t  b e 
schou w d  en bij t = o een sp ro n g  m aa k t, zal de a lgem eene u it
d ru k k in g  v o o r z zoow el v o o r t  O a ls  v o o r t  O n in te g ra tie 
c o n s ta n te n  b e v a tte n . D e n k en  wij de sp ro n g  v erv an g en  d o o r een 
geleidelijke v e ra n d e rin g  in een k o r te  sch ak e ltijd , d an  zal de 
algem eene u itd ru k k in g  v o o r z s lech ts  één  s te l v an  n in te g ra tie 
c o n s ta n te n  b e v a tte n , z o o d a t e r  dus n b e tre k k in g e n  m oeten  b e 
s ta a n  tu ssch en  de in te g ra tie c o n s ta n te n  v o o r t< ^o  en die v oo r 
O  O. W ij w illen  ons nu a fv rag en , w e lk e  vorm  deze b e tr e k 
k ingen  aannem en , ind ien  wij de sch ak e ltijd  to t  nul la te n  n ad eren .

4,1. De contuiuïleitéeiéchen
Bij h e t to t  nul n a d e re n  v an  de sch ak e ltijd  zal in v  een sp ro n g  

o n ts ta a n  en v  dus d iscon tinu  w o rd e n ; / v dt, w a a rv o o r  wij soms
D  v  zu llen  schrijven , za l e c h te r  con tinu  b lijven  en eveneens _2 _3ü  v , D  v , enz. W^ij d en k en  in (2) nu a a n  een v  m et een
eindige sch ak e ltijd , in te g re e re n  (n -f l) -m a a l n a a r  de tijd  en
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la te n  de sch ak e ltijd  d a a rn a  to t  nul n a d e re n . D a n  krijgen  wij

(aQDn + aI D" — 1 + . . .  + a„) D 1 = 1 + +

+ . . .  +  b„ D~ n ~V-  (9)

O p  g rond  v an  h e t bov enverm elde  is h e t re c h te r lid  v an  (9) een
con tinue functie  v an  de tijd . In  h e t lin k erlid  k un n en  wij D 2
a ls  de a fh a n k e lijk  v e ran d e rlijk e  besch ouw en . D e  th eo rie  d e r  
d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g en  le e r t, d a t  e r  d an  op lossingen  v an  (9) 
b e s ta a n , w e lk e , a ls  a0 ^Ao, ;z~maal con tinu  d if fe re n tie e rb a a r  zijn,
z o o d a t D ~  n ~ 1 i  en zijn e e rs te  n afge le iden  a lle  con tinu  zullen 
zijn.

W ij  schrijven  (2) nu in de vorm
D n (a0 i — b0 v) +  DU * (ax i — bI v) + . . . +  i — bn v') — o . (10)
In te g re e re n  wij d it  ^ -m aa l n a a r  de tijd  bij een eindige schakel- 
tijd  en la te n  deze d a a rn a  to t  nul n a d e re n , d an  o n ts ta a t

(ci0 i — bQ v) +  D (eij. i — bx v) +  . . .  +  D (an 2 — bn v) = o .
V a n  alle  te rm en , b eh a lv e  de e e rs te , w e te n  wij, d a t  deze con
tin u  zijn, dus m oet ook de e e rs te  te rm  con tinu  zijn:

(a0 i — b0v) m oet con tinu  zijn. (11)
D a t  w il zeggen, d a t, a ls  v bij t = O een sp ro n g  m a a k t, dus bijv. 
een  b e d ra g  A v toen eem t, i  bij t -  o eveneens een sp ro n g  m oet 
m ak en  en w e l een b e d ra g  A i m oet toenem en  b e p a a ld  d o o r
aQ A i — bQ A v = o.

In te g re e re n  wij (10) (n — i)-m aa l, d an  o n ts ta a t
D (aQ i — b0 v) +  (ax i — bx v) +  . . . +  D n +  * (an 1 — bn v) = o .

V a n  alle  te rm en , b eh a lv e  de e e rs te  tw ee , w e te n  w ij, d a t  deze
con tinu  zijn, dus m oet ook de som van  de e e rs te  tw e e  te rm en  
con tinu  zijn:

D (aQ i — b0 v) +  (a x i — bx v) m oet con tinu  zijn. (12)
D o o r  te lk en s  een m aal m inder te  in te g re e re n  kom en wij to t  m eer 
g ro o th ed en , die con tinu  m oeten  zijn, en te n s lo tte , d o o r(1 0 )e e n ^  
m aa l te  in teg re e re n , to t :
D ?l — 1 (a0 i -  b0v )  +  D 11 ~  2 (at i  -  bz v) +  . . .  +  (an- x i -  bn_ 1 v)

m oet con tinu  zijn. (13)
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W ij h eb b en  h ierm ee de n gezochte b e tre k k in g e n  gevonden. O o k  
als v  con tinu  is  en D v  een sp ro n g  m a a k t, of a ls  v  en D v  con
tinu  zijn en D *v  een sp ro n g  m aa k t, enz. blijven deze a lle  ju is t. 
W ij v a t te n  h e t r e s u l ta a t  a ls  vo lg t sam en.

Laten v en z twee functies van t zijn, waartusschen een verband 
bestaat, dat gegeven wordt door een tineaire di f f  er en tiaalverge tij hing 
met constante coëfficiënten van de gedaante
(a0 D n +  D " ~  1 +  . . .  +  a„) i =  (b0 +  bz j f ~  1 +  . . .  +  v  .

Doortoopen v  en z etk een oneindige rij van functies, wetke tot een 
limietfunctie naderen, dan zulten voor deze timiet de n grootheden

(,ao 1 ~  b0 v) , D  (a0 i — b0 v) +  (g1z — bx v) , . . .
D (a0 i — b0 v) +  D (g1 z — bI v) +  . . .  +  (an_ x i  — bn_ 1v^

continue Juncties van t zijn, indien ci0 zf. o en / v d t in de timiet con
tinu blijft.

M a a k t  v  of een a fge le ide  v an  v bij t  =  O een sp rong , d an  is 
u it de v o o rw a a rd e  „aQi  -  b0v  co n tin u "  h e t v e rb a n d  tu ssch en  i  
vóór en n a  de sp ro n g  te  bep a len , h ierm ee u it de v o o rw a a rd e  

(a0 i — b0v) -t- a 1z — bYv  con tinu" h e t v e rb a n d  tu ssch en  D i  v ó ó r 
en n a  de sp rong , enz. Is  i  v o o r t  < fo  b ek en d , d an  zullen  h ie r 
d o o r de w a a rd e n  van  z en de e e rs te  n  — I afge le iden  d ire c t na
de sp ro n g  in v  w o rd e n  b e p a a ld . H e b b e n  wij in h e t b ijzonder 
te  doen  m et een sp an n in g sb ro n  v, w e lk e  bij t — o g esch ak e ld  
w o rd t  in een sy steem , w a a r in  geen energ ie  aan w ez ig  is, d an  
zullen d ire c t na  h e t sch ak e len  a0 i  -  b0v, D  (a0 i  -  b0 v) +  a x i  -  b1 v, 
enz. nog nul zijn. D o o r  evenals  bij de boven  b esp ro k e n  tw e e d e  
m eth ode  de gevonden  w a a rd e n  v o o r i  en zijn e e rs te  11 — 1 a f 
gele iden  bij t — o te  su b s titu e e re n  in (3) en de 11 — 1 d a a ru i t  
d o o r d iffe re n ta tie  n a a r  t  a fgele ide  verge lijk ingen  v o o r t  — O, 
kom en wij w e e r  to t  n o n a fh an k e lijk e  lin e a ire  verge lijk ingen  v o o r 
de in te g ra tie c o n s ta n te n .

P a sse n  wij d it  toe  op h e t v o o rb ee ld  v an  fïg. 1, w a a rin  volgens 
(6) a0 = C R 1 J\2 en b0 = CR2f d an  kom en wij to t :

C R i 1 — CR2 v  m oet con tinu  zijn bij t  = O,
d u s to t  A i — A v fR l , w a t  ook d ire c t u it fig. 1 is a f  te  lezen.

4,2. Discontinuïteiten van verschillende orde
W ij kun nen  de b e te e k e n is  v an  de d iffe re n tia a lv e rg e lijk in g  

v o o r de sch ak e ltijd  ook nog op de vo lgende w ijze ond erzoeken .
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In d ien  v  g ed u ren d e  de sch ak e ltijd  snel m onotoon toeneem t, zal 
D v  een sch erp  m axim um  v erto o n en , D*v een sch erp  m axim um  
gevolgd d o o r een n u lp u n t en d a a rn a  een sch erp  minim um, enz. 
(fig. 2). N a d e r t  de sch ak e ltijd  to t  nul, d an  n a d e re n  deze to t  
d isco n tin u ïte iten  van  v ersch illen de  g e a a rd h e id  : in v  o n s ta a t  een

F ig . 2

sp rong , in D v  w o rd t h e t m axim um  oneindig  g ro o t, te rw ijl h e t 
o p p e rv la k  eindig  b lijft, d .w .z. in D v  o n ts ta a t  een s to o t, in D*v 
o n ts ta a t  een d isco n tin u ïte it, die wij van  de tw e ed e  o rd e  zullen 
noem en, te rw ijl wij een s to o t een d isco n tin u ïte it v an  de e e rs te  
en een sp ro n g  een d isco n tin u ïte it van  de nu lde o rd e  zullen noem en. 
V o o r  i g e ld t h e tz e lfd e : in /  o n ts ta a t  een sp rong , in D i een s to o t, 
enz.

L e tte n  wij nu op de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  in de vorm  (10), 
d an  kunnen  wij zeggen, d a t  de d isco n tin u ïte iten  van  de hoogste  
o rd e  a lleen  in de e e rs te  te rm  z itten . D a a r  deze n ie t d o o r d is 
co n tin u ïte iten  v an  lag e re  o rde  kunnen  w o rd e n  opgeheven, m oet
a0 i — bQ v  con tinu  zijn, w a n t  d an  w o rd t  D '1 (aQi — b0v) een d is 
co n tin u ïte it v an  hoo gstens de (n — l ) e o rde. D e d isco n tin u ïte iten  
v an  de hoogste  o rde , die d an  nog k un nen  voorkom en , zijn die
v an  de (n — l ) e o rde  en deze kunnen  a lleen  van  de e e rs te  tw e e  
te rm en  afkom stig  zijn, w a a rv o o r  wij kunnen  sch rijven :

D n ~  1 {D  (aQ i  — bQ v) +  (a1 i  -  b1 v)} .

O m d a t deze d isco n tin u ïte iten  van  de (n — i ) e o rde  e lk a a r  m oeten  
opheffen, m oet D  (aQ i  — b0v) +  (aI i  -  b1 v) con tinu  zijn, en zoo 
vervo lgens. W ij kom en zoo dus to t  dezelfde  v o o rw a a rd e n , a ls 
wij boven  h eb b en  gevonden. W ij kunnen  deze dus ook o p v a t
ten  als de v o o rw a a rd e n , d a t  ach te reen v o lg en s  de d isco n tin u ïte iten
v an  de n , de (n  — i)  , . . . ,  de e e rs te  o rd e  e lk a a r  opheffen.

d,3. Het geval a0 — o

Is  a0 = O en b0 ^  O, d an  s te llen  wij i  =  D q , w a a r in  dus q de
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lad in g  v o o rs te lt, w e lk e  d o o r de b e w u s te  ta k  is gevloeid. D a a rm e e  
g a a t  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  o v er in
(a1 D n +  cl2 D n * +  . . . +  cin D) q =  ( b0 D  +  b x D  +  • • • 4- ^«) v .

(14)
Is  a 1 O, d an  zijn h ie ro p  de gehouden  beschouw ingen  w e e r  toe  
te  p assen , w a t  le id t to t :

(a1 q — bQ v) m oet con tinu  zijn, enz. (15)
M a a k t  v  een sp rong , d an  zal ook q een sp ro n g  m aken, zo o d a t 
in i  — Dq  een s to o t zal o n ts ta a n .

N e tw e rk e n  van  deze a a rd  zijn bijv. n e tw e rk e n , w a a rb ij de 
sp an n in g sb ro n  v  lig t in een m aas, w elke  a lleen  u it c o n d e n sa to 
re n  b e s ta a t ,  en w a a rb ij wij v ra g e n  n a a r  de stroom  door een 
van  deze c o n d en sa to ren . M a a k t  v  een sp rong , d a n  zullen  de 
spann ingen  op de co n d e n sa to re n  ook sp ro n g en  m ak en  en in de 
s tro o m en  d o o r de c o n d e n sa to re n  zullen  dus s to o te n  o n ts ta a n . 
B e v a t h e t n e tw e rk  aan v an k e lijk  geen energ ie , d an  zal de elec- 
tr isc h e  energ ie  d ire c t na  de sp ro n g  van  v  dus n ie t m eer nul 
kunnen  zijn.

E en  zee r eenvoud ig  v o o rb e e ld  k rijgen  wij u it h e t n e tw e rk  
van  fig. 1, ind ien  wij d a a r in  R x — O m aken . D a a rm e e  g a a t (6), 
indien wij tev en s t — Dq  s te llen , o v er in

R aDq  =  ( C R 2D  +  i ) v . ( 1 6 )
M e t (15) v o lg t h ie ru it, d a t  R 2 q — CR2v  con tinu  m oet zijn bij 
t  — O, dus d a t  A q — C A v, w a t  wij v o o r h e t geval R z = O ook 
d ire c t u it fig. 1 kun nen  afle  zen.

E en  o v ereen k o m stig  gev a l k un nen  wij krijgen , ind ien  wij een 
n e tw e rk  m et een s tro o m b ro n  b esch ouw en , w a a rb ij in iedere  
m aas, w elke de s tro o m b ro n  b e v a t, een sp o e l voo rk om t. E en  
v o o rb ee ld  h ie rv a n  w o rd t  gegeven d o o r h e t in § 5 te  o n d erzoeken  
n e tw e rk  v an  fig. 3. M .aak t de s tro o m b ro n  een sp rong , d a n  zullen 
de s tro o m en  d o o r de spoelen  ook sp ro n g en  m aken  en in d e  span n in g en  
op de spoelen  zullen dus s to o te n  o n ts ta a n . B e v a t h e t n e tw e rk  a a n 
v an k e lijk  geen energ ie , d an  zal de m agnetische  energ ie  d ire c t 
n a  de sp ro n g  v an  de s tro o m b ro n  dus n ie t m eer nu l k u n nen  zijn.

H e t  geval a0 — O, a x =  O, bQ qA o k a n  in n e tw e rk e n  zo n d er elec- 
tro n en b u izen  n ie t v o o rk o m e n 1), w e l in n e tw e rk e n  m et e lec tro - 
nenbuizen . Is  a2 yA o, d an  kunnen  wij d it  b eh an d e len  d o o r i — D s 
te  ste llen .
i) Z ie  b ijv . W .  N ije n h u is  en F . L . S tu m p e rs , P h y s ic a  8 , 28 9 , 1941 .
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4,4. H et geval j  v  d t discontinu

T re e d t  in v  geen sp rong , doch een s to o t op, d an  zal / v d t 
een sp ro n g  v erto o n en , dus d iscon tinu  zijn. S te llen  wij in d it  ge" 
v a l v — D  cp, d an  zal cp een sp ro n g  m aken  en dus / op d t  con tinu  
zijn. D o o r  v — D  cp te  su b s titu e e re n  in de d iffe ren tiaa lv erg e lijk in g  
kom en wij to t  de o nd erzoch te  gevallen  te ru g . T re e d t  in v  een 
d isco n tin u ïte it v an  de tw e e d e  o rd e  op, d an  kun nen  wij s te llen  
v  =  D 2ip en za l / xp d t  con tinu  zijn.

5. Periodieke spanningsbron met discontinuïteiten
W ij kunnen  v an  h e t gevondene ook g eb ru ik  m aken  v oo r h e t 

b e re k e n e n  v an  de p e rio d iek e  s tro o m en  in een n e tw e rk  o n d er 
inv loed  van  een p erio d iek e  sp an n in g sb ro n , w e lk e  d isco n tin u ïte i
ten  v e rto o n t. A ls v o o rb ee ld  h ie rv an  zullen  wij ond erzoeken  een 
v e rs te rk e rb u is  m et s te ilh e id  A en hooge inw endige w e e rs ta n d , 
a a n  w e lk s  ro o s te r  een zaag tan d v o rm ig e  spann ing  v  w o rd t  to e 
gev o erd  en w a a rb ij g e v ra a g d  w o rd t  n a a r  de stro om  i d o o r een 
in de a n o d e k e te n  opgenom en spoel, w a a ra a n  een tw e e d e  spoel 
p a ra lle l  is geschakeld . V e rv a n g e n  wij de v e rs te rk e rb u is  d o o r 
een s tro o m b ro n  Sv, k an  kom en wij to t  de in fig. 3 g e teek en d e

schakeling . H ie rin  s te llen  L I en 7vx de zellinductie  en de w e e r 
s ta n d  v o o r van  de spoel, w a a rd o o r  wij de stroom  w illen  b e 
rek en en , en L 2 en R 2 de overeenkom stige  g ro o th ed en  van  de 
tw e e d e  spoel. U it  de figuur is a i te  lezen

J  ik <2. T  -A 2 R Jd
jco (L x + Ld) + R x + R-2

z o o d a t de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  lu id t

{ (£ , +  L ,) D  +  R , + R 2)i  =  (L 2 S B  + R 2S ) v . (17)
V e r lo o p t v  zaag tan d v o rm ig , zooals in fig. 4 is aangegeven , d an
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is v o o r — 7i <^co t  <^7i, v  =  E  cd t 'n  en is de algem eene oplossing 
van  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  d a a rv o o r

i — A  e + Z 2 / lj — L t R 2 S Ec o t + ^ — -̂------ —  co, (18)71 ( * .  +  R 2y  Ti
zooals gem akkelijk  k a n  w o rd e n  geverifieerd . A  is h ie rin  de in-

Bij cd t  =  tz m a a k t v  een  sp rong . U it  de d if fe re n tia a lv e rg e 
lijking v o lg t op g ro n d  v an  de boven  o n tw ik k e ld e  th e o rie , d a t  
d aa rb ij (L 1 +  L 2) i  — L 2 S v  con tinu  m oet blijven. V ra g e n  wij n a a r  
de p e rio d iek e  op lossing  v o o r t , d a n  zal i n a  de sp ro n g  v an  v  
bij cd t  — 7 i  dezelfde w a a rd e  m oeten  heb b en  a ls  bij cd t  = — 7r, 
dus kom en wij to t

{<£, +  L ')  i -  Z 2S v )(at = n = {(Z, +  Z2) i  -  Z 2 S v} m/ „ (19)
D i t  le id t to t

(Z , +  Z 2)
R -f- R 7tI I 2

L  o. L  coI I 2

R 4- R 71I I 2

+ — R±— 'S E  +  ! A a -----— ^ . —  colR, + R 2 (R 1 +  Z 2)2 n (

(Z . +  Z 2) (  A e  +  L* “ - R,
R i +  R-.

. S E  + ItA i   b A l .  —  A  +  U S E
(R> + R 2y  ji I

H ie ru it  vo lg t v o o r de in te g ra tie c o n s ta n te  de w a a rd e
♦

L z R 2 -  L 9 R t ________S E
(R x +  R * )(L X +  L 2) nA  = (20)

\L t +  L, CD

6. Periodiek openen en o Lui ten oan een schakelaar 

W ij  k u n nen  de gevonden  m ethode eveneens to e p a sse n  v oo r
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h e t b e rek en en  van  de p e rio d iek e  s tro om en  en span n in g en  in 
een n e tw e rk  o n d er inv loed  van  p e rio d iek  zich openende en slu i
ten d e  sc h a k e la a rs . W ij zullen d it  to e lich ten  a a n  een eenvoudig  
v o o rb ee ld , w a a rb ij de p h y sisch e  b e teek en is  van  de a f te  le iden  
v o o rw a a rd e n  v o o r de in te g ra tie c o n s ta n te n  d ire c t u it  de s c h a k e 
ling is a f  te  lezen. In  fig. 5 is de g e lijk sp an n in g sb ro n  E  a a n 
g eslo ten  op een k e te n  b e s ta a n d e  u it R , L  en C in serie . O v e r  
C s t a a t  een sc h a k e la a r , w e lk e  p e rio d iek  geopend  en geslo ten

L R
4- - ^ ö ü o ^ - w ir - i

\  it - =  c

— r

Fig. 5
w o rd t. L a te n  wij o n d e rs te llen , d a t  de sc h a k e la a r  bij t  =  O, t  — T, 
t  =  2 T, enz. geslo ten  w o rd t  en d a t  deze bij t  =  a T , t  =  ( i  + a)T , 
t =  (2 +  a)T , enz. geopend  /w o rd t (o <  a <  i) . W ij v rag en  n a a r  
de perio d iek e  stroom  en spann ing  van  de sc h a k e la a r .

O p  eenvoudige wijze is a f  te  le iden , d a t  tu ssch en  i en v de 
d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  b e s ta a t

(C L D 2 +  C R D  +  i ) v  +  {L D  +  R) i  = E .  (21)
V o o r  o < ^ t< ^ a T  is de s c h a k e la a r  geslo ten , dus v = O, en vo lg t 
u it de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g

i  =  A  ept + E /R  , (22)
w a a r in  A  de in te g ra tie c o n s ta n te  is en p  =  — R /L .
V o o r a T < ^ t< ^ T  is de s c h a k e la a r  open, dus i  =  O, en v o lg t 
u it  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g

V = B ^ 9'1 +  + E (23)
w a a rin  B T en de in te g ra tie c o n s ta n te n  zijn en qx en q2 de 
beide  w o rte ls  v an  de vergelijk ing  CL q2 -b CR q + l = O.

Bij t  — a T  w o rd t  de s c h a k e la a r  geopend  en m a a k t dus z een 
sp rong . D a a r  h e t re c h te r lid  van  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  con
tin u  is, behoeven  wij v o o r h e t o n d erzo ek  van  de d isco n tin u ï
te ite n  a lleen  op h e t iin k erlid  d a a rv a n  te  le tte n . H ie ru it  vo lg t, 
d a t  CLv en CLDv +  CRv +  L i  beide con tinu  zijn bij t  =  a T . U it  
de e e rs te  v o o rw a a rd e  vo lg t
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vaT -f- o
w a a r in  wij m et de index  a T  -\- O a an d u id e n  h e t tijd s tip  d ire c t 
n a  h e t openen  v an  de s c h a k e la a r  en m et a T  — O h e t tijd s tip  
d ire c t v ó ó r h e t openen  e rv an . H ie rm ee  vo lg t u it de tw e ed e  
v o o rw a a rd e

(C  D v  +  i)aT+ o =  +  i)aT_
w a t  le id t to t

C D vaT -f- o (25)
D e  b e tre k k in g e n  (24) en (25) zijn eenvoud ig  p h y sisch  te  in te r-  
p r e te e r e n : (24) d ru k t  u it, d a t  de sp an n in g  op de c o n d e n sa to r  
bij h e t openen  v an  de s c h a k e la a r  n ie t v e ra n d e r t ,  en (25), d a t  
de stroom  d o o r de spoel d aa rb ij n ie t v e ra n d e r t ,  w a n t  bij ge
s lo ten  sc h a k e la a r  is deze stro o m  gelijk a a n  i  en bij geopende
s c h a k e la a r  gelijk a a n  C D v. U i t  (24) en (25) vo lg t m et (22) en
(23)

B 1 eVl + B^e** + E =  O (26)
en

C{q* B t o aT  „ q aT. .eHï +  q2 B 2 ev> ) = A p a Te + E /R  . (27)
Bij t — T  w o rd t  de s c h a k e la a r  g eslo ten  en m a a k t dus v  een 

sprong . U it  de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  vo lg t, d a t  z d an  een 
s to o t za l k rijgen , en  dus s te llen  wij d a a r in  i =  Dq. D a a rm e e  
vo lg t, d a t  CL v  +  L  q en CL D v  -f CR v  -f L  Dq  +  R  q beide 
con tinu  zijn bij t  = T. D o o r  de e e rs te  v o o rw a a rd e  m et R /L  
verm enigvu ld igd  v an  de tw e e d e  a f  te  tre k k e n  w o rd t  q geëlim i
n ee rd , z o o d a t wij kom en to t  CL D v  +  L  Dq  con tinu  of C D v  +  i  
con tinu  bij t — T. H ie ru it  v o lg t

i T+o = C D V T-o ■ (28)
A n alo o g  a a n  (25) d ru k t  d it  u it, d a t  de stro om  d o o r de spoel 
bij h e t s lu iten  v an  de s c h a k e la a r  n ie t v e ra n d e r t .  W e n sc h e n  wij, 
d a t  de v e rsch ijn se len  p e rio d iek  zijn, d a n  zal i d ire c t n a  t = T  
gelijk m oeten  zijn a a n  i  d ire c t n a  t — O. U i t  (28) vo lg t d an  m et 
(22) en (23)

A + E ! R = C ( q 1B 1 T  +  q, B 2 T) . (29)
D o o r  (26), (27) en (29) w o rd e n  de in te g ra tie c o n s ta n te n  b e p a a ld .
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B e s ta a t  de s c h a k e la a r  u it een  g a s tr io d e , op w e lk s  ro o s te r  een 
p e rio d iek e  spann ing  w e rk t, die de buis p e rio d iek  d o e t d o o rs la a n , 
d an  is de tijd , g ed u ren d e  w e lk e  de stroom  d o o rg a a t, d o o rg aan s  
een zee r k le in  dee l v an  de p erio d e . O m  v o o r d it  geval de 
spann ing  op de c o n d e n sa to r  te  b e rek en en  kunnen  wij in de 
vergelijk ingen  v o o r de in te g ra tie c o n s ta n te n  a to t  nul la te n  n a d e re n  
en kunnen  d an  tev en s A  e lim ineeren . W ij kom en d an  to t

B l + B , + E  = o (30)
en

qlB , +  q2 B q =q, B t eq' T +  'a eq*T  . (31)
V erg e lijk in g  (30) d ru k t  u it, d a t  de spann ing  d ire c t  n a  de d o o r
slag , dus d ire c t n a  t = O, nul is. V erge lijk ing  (31) kunnen  wij 
re c h ts tre e k s  a f le id e n  d o o r op te  m erken , d a t  in d it  gev al t bij 
t = O, t — T y enz. een s to o t k rijg t en overigens nul is. In  (21) 
s te llen  wij d aa ro m  w e e r  i  — Dq. E v en a ls  boven  kun nen  wij d an  
u it de d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g  a f  le iden, d a t  C Dv  +  i con tinu  
is bij de doo rslag . N u  is i  zoow el v o o r a ls n a  de d o o rs lag  nu l 
en dus m oet Dv  con tinu  blijven. P lw sisc h  w il d it zeggen, d a t  
d ire c t v ó ó r en n a  de d o o rs la g  de stro o m  d o o r de c o n d e n sa to r  
en dus ook die d o o r de spoel dezelfde is. W e n sc h e n  wij w ee r, 
d a t  de spann ing  p e rio d iek  za l v erlo o p en , d an  za l Dv dus ju is t  
n a  t — O en ju is t v óó r t  — T  dezelfde  w a a rd e  m oeten  heb ben , 
w a t  le id t to t  (31).

7. Slotopmerking
Bij a lle  b esch ouw in gen  o v e r de in v lo ed  v an  d isco n tin u ïte ite n  

van  stroom - of sp a n n in g sb ro n n e n  m oeten  wij ons w e l v oo r oogen 
houden , d a t  de w e rk e lijk h e id  h ie rd o o r s te e d s  s lech ts  w o rd t  b e 

n a d e rd . D isc o n tin u ïte ite n  in m a th em atisch e  zin kom en n ie t voor, 
a lleen  min of m eer snelle  o v erg an g en . H e t  za l d an  ook s teed s  
van  de a a rd  van  h e t p ro b leem  a fh a n g e n  of de b en ad e rin g  v an  
zoo n o v erg an g  d o o r een d isco n tin u ïte it to e la a tb a a r  is. H e b b e n  
wij bijv. te  doen  m et een sp an n in g sb ro n  v, w elk e  v e rlo o p t, zoo- 
a ls  in fig. 6a  is aan gegeven , d an  kunnen  wij deze t r a c h te n  te
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b e n a d e re n  d o o r een sp an n in g ssp ro n g , zooals fig. 6b aan g eeft. 
H e t  versch il tu ssch en  fig. 6a  en fig. 6 b , g e teek en d  in fig. 6c, 
w o rd t  d an  v e rw a a r lo o sd . Is  deze v e rw a a rlo o z in g  n ie t to e la a t
b a a r , d an  kunnen  wij fig. 6c b e n a d e re n  d o o r een tw e e d e -o rd e -  
d isco n tin u ïte it en deze a a n  de sp ro n g  van  fig. 6b toevoegen . 
V e r lo o p t v , zooals fig. 7 a a n g ee ft, en la te n  wij de sch ak e ltijd

7
to t  nu l n a d e re n , d an  zal, a ls  de hoogte  van  de to p  d a a rb ij con
s ta n t  w o rd t gehouden , J v  d t  in de lim iet con tinu  blijven, te rw ijl, 
a ls  h e t o p p e rv la k  v an  de to p  c o n s ta n t gehouden  w o rd t, j v  d t 
in de lim iet een sp ro n g  za l m aken . H e t  zal dus w e e r  v an  de 
a a rd  van  h e t p rob leem  afhan gen , hoe wij v  m ogen b e n a d e re n : 
d o o r een sp ro n g  a lleen , of d o o r een sp ro n g  en een s to o t. D i t  
a lles  d o e t de v ra a g  o n ts ta a n , in h o e v e rre  de inv loed  van  een 
w illek eu rig e  ov erg an g  o v e reen k o m t m et die van  een reek s  d is 
co n tin u ïte iten  van  v ersch illen de  o rde.

D I S C U S S I E
I r  d e  L a n g e :  G a a n  de  b e sc h o u w in g e n  nog  d o o r, a ls  de  coëffic iën ten  

v a n  de  d if fe re n tia a lv e rg e lijk in g  n ie t m ee r c o n s ta n t  zijn , d o ch  c o n tin u e  o f  
d isc o n tin u e  fu n c tie s  v a n  de  tijd  ?

I r  i e l l e g e n :  D i t  is in d e rd a a d  h e t g ev a l, a ls  de  co ë ffic iën ten  c o n tin u e  
fu n c tie s  v a n  de  tijd  zijn . In  de  o m g ev in g  v a n  een  d is c o n tin u ïte i t  in v  
k u n n e n  d eze  d a n  nl. a ls  c o n s ta n t  w o rd e n  b e sc h o u w d . H e t  a fle id en  v a n  
de  d iffe re n tia a lv e rg e lijk in g  u it  de  com plexe  u itd ru k k in g e n  d o o r  jco d o o r D  
te  v e rv a n g e n  is d a n  e c h te r  n ie t m ee r m ogelijk . V e ra n d e re n  de  coëffic iën ten  
d isc o n tin u , d o o rd a t  in h e t  n e tw e rk  w o r d t  g e sc h a k e ld , d a n  k u n n e n  w ij d i t  
to t de  b e sc h o u w d e  g ev a llen  te ru g b re n g e n  d o o r, zo o a ls  in § 4 is o p g e m e rk t, 
h e t s lu iten  v a n  een  s c h a k e la a r  op  te  v a t te n  a ls  een  sp ro n g  in een  s p a n 
n in g sb ro n  en h e t  o p en en  a ls  een  sp ro n g  in  een  s tro o m b ro n .



EEN EENVOUDIGE REKENWIJZE VOOR HET BEREKE
NEN VAN STROOMKRINGEN WAARIN FREQUENTIE- 

GEMODULEERDE SPANNINGEN WERKEN

d o o r

}. W .  A L E X A N D E R

(Voordracht voor hei Genootschap gehouden op 5 jJIei 19-16)
I N L E I D I N G

H e t  b e rek en en  van  s tro o m k rin g en , w a a r in  een spann ing  w e rk t  
die sinusvorm ig  m et den  tijd  v a r ie e r t , is een b e tre k k e lijk  een 
voudig  p rob leem . D e  sym bolische rekenw ijze , die h ie r b ek en d  
w o rd t  v e ro n d e rs te ld , g ee ft een e leg an te  op lossing  v an  d it v ra a g 
stu k . D eze m ethode is e c h te r  n ie t m eer toe  te  p assen , w a n n ee r, 
zooals bij freq u en tie  m od u la tie , de spann ing  n ie t m eer s in u sv o r
mig m et den  tijd  v a r ie e r t .

In  p rincipe  zou d it v ra a g s tu k  op te  lo ssen  zijn d o o r de fre - 
quen tie -gem o du lee rd e  spann ing  in a l zijn com ponenten  te  sp lit
sen volgens v a n  d e r  P o l 1), vervo lgens a l deze sinusvorm ig 
m et den  tijd  v e ran d e rlijk e  com ponen ten  op den  b e tre ffen d en  s tro o m 
k rin g  te  la te n  w e rk e n , en de re s u lta te n  bij e lk a a r  op te  te llen . 
D eze  m ethode is bijv. to e g e p a s t d o o r R o d e r . 2) E en  d ire c t 
a n tw o o rd  w o rd t  tro u w e n s  n ie t eens v e rk reg en , w a n t  u ite in d e 
lijk m oeten  langs grafischen  w eg  of m et b eh u lp  v an  een re k e n 
m achine b e p a a ld e  gevallen  u itg e re k en d  w o rd en . D i t  is een zeer 
m oeizam e en w ein ig  overz ich te lijke  bezigheid .

E en  a n d e re  w eg  is geopend  d o o r C a r s o n  en F r y 3), die in 
hun  th e o re tisc h e  afleiding v an  de ex p erim en tee le  re s u lta te n  van

x) V a n  d e r  P o l ,  F re q u e n tie m o d u la tie , T sc h r . N e d . R a d . G en . 4, 
192 9 , 57 .

2) R o d e r ,  P ro c . In s t .  R a d . E n g ., 25 , 1937 , 1 0 1 7 .
3) C a r s o n  a n d  F r y ,  V a r ia b le  f re q u e n c y  e le c tr ic  c irc u it  th e o ry , B .S . 

T .J ., 16, 193 7 , 5 1 3 .
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A r m s t r o n g  een vo lled ig  a n tw o o rd  op h e t o n d erh av ig e  v ra a g 
s tu k  h eb b en  gegeven. E c h te r  k un nen  noch de re s u lta te n , noch 
de afleiding d a a rv a n  eenvoudig  en o v erz ich teh jk  genoem d w o r
den. O o k  v o o r g e ro u tin e e rd e  re k e n a a rs  m et de sym bolische 
rekenw ijze  b lijft h e t geheel zee r w ein ig  a a n tre k k e lijk .

A l een voud iger w o rd t  h e t  geheele p rob leem  bij de b e re k e 
ningen volgens V  e l l a t  J), die m et behu lp  v an  F o u rie r- in te g ra -  
len to t  een zee r k o r te  afleiding k om t van  zijn hoofd fo rm ule . D e  
v e rd e re  to ep ass in g  le id t e c h te r  w e e r  to t  vellen  vol re k e n w e rk , 
z o o d a t de navo lg ing  v an  deze m ethode b e p a a ld  m oed v ere isch t. 
D o o r  deze lange b erek en in g en  g a a t  n ie t a lleen  h e t o v erz ich t o v er 
de essen tiee le  p u n ten  v e rlo ren , m a a r  o n ts ta a t  ook een g ro o te  
k an s  op rek en fo u ten .

H e t  is d aa ro m , d a t  in h e t volgende eenige beschouw ingen  
w o id e n  v o o rg ed rag en , a a n s lu ite n d  a a n  de reken w ijze  volgens 
V  e 11 a  t, w a a rd o o r  h e t m ogehjk is m et w ein ig  re k e n w e rk  d e 
zelfde re s u lta te n  te  b e re ik en , te rw ijl de p h y sisch e  o n d e rg ro n d  
vee l d u id e lijk e r z ic h tb a a r  b lijft.

§ 1.

A ls p rob leem  w o rd t  g es te ld  de v ra a g  n a a r  de spann ing  die 
o n ts ta a t  op een im p ed an tie  w a n n e e r  e r  een frequen tiegem o - 
d u lee rd e  stro om  i d o o rh een  v loeit. D a a r  de u itd ru k k in g  h ie r 
v o o r ten  g ro n d slag  lig t a a n  onze beschouw ingen , za l de afleiding 
h ie r in h e t k o r t  h e rh a a ld  w o rd en .

D e  freq u en tieg em o d u lee rd e  stro om  k a n  v o o rg es te ld  w o rd e n  
d o o r :

t
i = I e H.“>ot+ h m d t) (1)

In d ien  com geen functie  v an  den  tijd  w a s , zou de freq u en tie  
gelijk zijn a a n  a>0 +  com. D eze  fre q u e n tie  is 2 n  X  h e t a a n ta l  
tr illin g en  p e r  seconde. Bij freq u en tiem o d u la tie  is h e t  a a n ta l  
tr illin g en  p e r  seconde n ie t c o n s ta n t, de fre q u en tie  is dus n ie t 
m eer op te  geven. In  d it  gev al is h e t  b eg rip  m om enteele f r e 
quen tie  d o o r H e l m h o l t z  ingevoerd . H ie rm ed e  is de m om en
tee le  freq u en tie  de afgele ide  n a a r  den  tijd  van  den  p h ase  hoek, 
dus

) V  e 11 a  t, D e r  E m p fa n g  f re q u e n z m o d u lie r te r  W e lle n , E .N .T .  18 
1941 , 61.
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com =  — (co . t  -t- I co jfi dl) — co o +  CO;« (2)d t  o
w a a r in  co,« m et den  tijd  v a r ie e r t .

V o o r  de v e rd e re  b e rek en in g  is h e t noodig  om de vergelijk ing  
van  den  stro o m  in een a n d e ren  vorm  te  schrijven  n.1.

tf . + oo .i  = JeJ K ' + j d ')= j f ( Q ) ey ^ t d ü  (3)
-  oo

volgens de in te g ra a lth e o re m a  v an  F o u r i e r .
N u  b e ru s t  de v e rd e re  red en ee rin g  op h e t fe it, d a t  de m odu

la tie  g e b e u rt m et een freq u en tie  die k lein  is ten  opzichte van  
de d raag g o lffreq u en tie . Bij h e t m od u leeren  blijven wij dus in 
de b u u r t  v an  de d raag g o lffreq u en tie  en h e t h e e ft zin om te  zien 
w a t  e r  g e b e u rt in de om geving v an  de d raag g o lffreq u en tie  co0. 
D a a r to e  schrijven  wij :

=  CO o +  CD O )

w a a r in  co0 dus een co n s ta n te  w a a rd e  h ee ft.
H ie rd o o r  g a a t  (3) o v er in :

+ co
t = I e J m°t j f ( Q )  ej  m ‘ d a ,  (5)

-  OO

V o o r  elke com ponen t v an  den  s tro o m  h e e ft de im p ed an tie  ^  
een an d e re  w a a rd e  Z  (Q). Z o o d o en d e  lu id t de vergelijk ing  voo r 
de spann ing  a a n  de klem m en v an  die im p edan tie

+ oo .
E  = I  ed m° ‘ j  Z  (ü )  f  {Q) eJ c° d  co(6)

-  OO

V o lgens T a y  l o r  k an  nu de im p ed an tie  Z  (Q) o n tw ik k e ld  
w o rd e n  in de om geving v an  de d raag g o lffreq u en tie . W ij v e r 
w a c h te n  dus een u itd ru k k in g  v o o r de spann ing , w a a r in  de mo- 
d u la tie fre q u e n tie  de ro l sp e e lt van  de om gev ingsfrequen tie . M e t 
b eh u lp  van  (d) is

Z { Ü ) = Z  {(Oo) +  2  Z  (0Jo) (7)11 - 1 n'
D it  g e su b s titu e e rd  in (6) le v e r t :
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+ 00 • . o° T / x +00
cD0f f ( Q ) e JCti' dco + 2  — Z K (co0) /  co*

-  00 n  —  i n ! -  00

H e t  is m ogelijk de in te g ra a l u it deze u itd ru k k in g  te  v e rd r ij
ven op de volgende m an ie r:

V o lgens (3) en (5) is im m ers:
t

e Jƒ " ’* <U =  ƒ ƒ  (£ )  e3(otd(a  (9)
— OC

D  o o r h e rh a a ld  d iffe re n tiee ren  n a a r  den  tijd  w o rd t  v e rk re g e n :
t

j / CO (it r r / r\\ i  U> t 7com l  — ) f  (<ö) co eJ d  co— OO

/co„,) rj  ƒ ^o
+ 00 .

=  ƒ rfco-  OO

/ O  . ' " \ 7 f  CO /  I a /  f \ \  3 7 &) /  T(co,* -  37 co,„ co„, -  co,„) * 3 = ƒ (ß )  co <? "-  OO CD

M e t invoering  v an  de d iffe re n tia a l o p e ra to r :

— ( cow y

k an  h ie rv o o r g esch rev en  w o rd e n

d

d  t

\ n — i
COni

+ 00 .

ƒ ƒ  (fi)  co” r 7 "  ^,7'ƒ ' CO— OO
D it  g e su b s titu e e rd  in (8) le v e r t :

f  ( OL y
E  =  l d a>° t + J l" "  Z(co0) +  1  — Z w  (co0)

0 I. » = . n! J

( 10)

= / Z  (11)

Bij deze b e rek en in g  is aangenom en, d a t  de reek so n tw ik k e lin g  
v o o r de im p ed an tie  een  geld ige re e k s  o p lev erd e .

§ 2.
In  d eze p a ra g ra a f  za l een vereenvoud ig ing  v an  deze algem eene 

fo rm ule w o rd e n  afgele id , die a a n g e e f t een eenvoudige, p ra c tisc h
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b ru ik b a re  b e tre k k in g  tu ssch en  den  stro o m  en de spann ing . D eze  
is w e l n ie t th e o re tisc h  zo n d er b ep erk in g en , m a a r, zooals zal 
w o rd e n  aan g e to o n d , v o ld o e t de b e tre k k in g  a a n  eischen, w a a r 
a an  in de p ra c tijk  in h e t a lgem een  zal v o ld aan  zijn.

V o o r  den  freq u en tieg em o d u lee rd en  s tro om  t r e e d t  dus a ls  im 
p e d a n tie  op :

Z  = Z  (co0) +  2  i -  Z {n) (ft>0) A„
71 —  I •

D e n k en  w e ons e c h te r  h e t geval in, d a t  de s tro om  n ie t fre - 
q u en tieg em o d u leerd  w a s , m a a r  sinusvorm ig  tijd sa fh a n k e lijk  w a s  
m et de freq u en tie  Q = coQ +  co, w a a r in  co dus n ie t v an  den  tijd  
a fh a n g t. In  d it  geval zou v o o r de im p ed an tie  gesch rev en  kunnen  
w o r d e n :

I ( iiZ  (ü )  = Z  (a>0) + 2  —  (03o) co
7 1 —  I 72 .

T e r  n a d e re  vergelijk ing  schrijven  wij be id e  re e k se n  u it :

Z  =  Z (co0) +  Z ^  (co0) A z H-------Z (co0) A 2 -4- —  Z ^  (co0) A 3 + . . .  (14)
2  . 3 *

=  Z  (c0o) +  Z (l) (c0o) Ü)m H---- - Z {2) (cOo) ( ( Ojn — J  CD771)  +2* .
(2)

+  —  z (3) (COo) (co,3 -  3 j  <0 3 • co711
"  V

co w) T  . . .

Z ( f l )  =  Z ( cüo) +  Z (l)(cOo) 03 +  - ï-  Z (2)(co„)O)2 +  Z (3)(co0) co3 +  ...  (15)

V o o r  gelijkheid  v an  beide re e k se n  m oet a l le re e r s t
co =  wm (16)

D i t  b e te e k e n t, d a t  Q =  co0 +  co =  co0 +  cow , zo o d a t volgens (2)
Q  =  °>m

V o o r  gelijkheid  v an  beid e  re e k se n  m oet du s in de e e rs te  p la a ts  
v o o r de freq u en tie , w a a rm e d e  de im p ed an tie  b e d re v e n  w o rd t, 
de m om enteele freq u en tie  genom en w o rd e n .

D i t  is e c h te r  n ie t de eenige v o o rw a a rd e  v o o r gelijkheid  
v an  beide  reek sen . H e t  is tev en s  noodig  d a t  de te rm en  u it de 
e e rs te  reek s , die n ie t voorkom en  in de 2de, te  v e rw a a rlo o z e n  
zijn t.o .v . de a n d e re  te rm en .
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H e t  is nu de bedoeling  v an  d it  b e to o g  om a a n  te  toonen , 
d a t  in p ra c tisc h  alle  gev allen  a a n  deze v o o rw a a rd e  is v o ld aan . 
Bij de afleiding van  de algem eene form ule (11) zijn geen b e p e r
kende b ep a lin g en  g em aak t, en deze form ule is dus algem een 
geldig. M a a r  in de p ra c tijk  w o rd e n  e r  v an ze lf a l b ep erk in g en  
ingevoerd , w a a ra a n  wij zoo g ew end  zijn, d a t  zij n ie t m eer a ls  
b ep erk in g en  gevoeld  w o rd en . Z oo  zullen wij toch  a lleen  m a a r  
m odu leeren  m et freq u en tie s  die k le in  zijn t.o .v . de d raag g o lf-  
freq u en tie . Z oo  zullen wij ook a ltijd  w e l e rgens in h e t to ta le  
c ircu it een k rin g  geb ru iken , die op de d raag g o lffreq u en tie  is 
a fg estem d  en m instens zoo b re e d  is, d a t  de m odu la tie  ook to t  
zijn re c h t k an  kom en. A an  den  a n d e re n  k a n t  za l de k rin g  ook 
w e e r  n ie t te  b re e d  m ogen zijn, t e r  w ille  v an  de se le c tiv ite it en 
de v e rs te rk in g . W ij zullen dus nu aan to o n en , d a t  bij g eb ru ik  
v an  een k rin g  a a n  de genoem de v o o rw a a rd e n  is v o ld aan .

D e  vergelijk ing  v o o r de im p ed an tie  v an  een k rin g  lu id t:

Z(Q) = Z .
■ 0  — COo ^I +  7  2 -------------QCD o

w a a r in  Z r de w e e rs ta n d  v o o r de afstem - of d raag g o lffreq u en tie  
v o o rs te lt , te rw ijl Q de q u a lite its fa c to r  is.

U i t  (17) v o lg t v o o r Z (l) en Z ^  en Z (3) :

^ (I) ( O  =  -  j  —  Zr(COo) =  -  2 I ^  I Z r (COo) = j 6 l ^ \ Z ,. 2 Ö ,(2) 2 Q '(3) 2 Q
CO o CD, CD,

(18)
N u  is v o o r een sinusvorm ig  m et den  tijd  v e ran d e rlijk e  m odu

la tie  m et f re q u e n tie  p  en den  fre q u e n tie z w a a i ^ ])

CDS = s cos p  t (19)
S u b s titu tie  h ie rv a n  in (14) le v e r t  m et w e g la tin g  v an  de con

s ta n te  Z  (co0) :

2 Q x / 2 Q
J  —  Z r s cos p t  +  — . — 2 ( ------) Z r  (j~ cos* p t  +  j  s p  sin p i)

CD, CD o

+  g . j  6 ( j Z r  (cos0 p t  — 3 j  s cos p t . — sp sin p t  +  sp* cos p t)  +  . . .

J) Op
z w a a i, te r

v o o rs te l v a n  P r o f .  H u y d t s  s c h r ijf  ik  h ie r  i.p .v . 
o n d e rsc h e id in g  v a n  de le t te r  Z  v o o r  im p e d a n tie .

v o o r d en
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=  Z 9 2 Q 12 Q , . 2 2 . .— j ---- i* cos p t  — [ ----- ) (s cos p t  + j  s p  sin p t)co o co,

+  j  (— ? )  (cos3 p t  +  3 j  s1 p  sin p t  cos pt + s p 2 cos p t)  . . .co o
2 ÖBij n a d e re  beschouw ing , b lijk t d a t  v o o r -----p  I de 3e, 5e(O o

en 6e te rm  te  v e rw a a r lo o z e n  zijn t.o .v . de a n d e re . Z o o  v a lt  bijv. 
de 6e te rm  d ire c t w eg  teg en  de le , en  de le  en 3e kun nen  
sam en  g esch rev en  w o rd e n  a l s :

.2 Q
-  J ----rCO,

i +  l — ) /  cos ( p t  -  b g tg  —  P
CO o CO o

Bij w e g la tin g  v an  de 3e te rm  o n ts ta a t  e r  een fo u t in den  p h ase
2 Qhoek  van  de g ro o tte  v an  -----p  en een  fo u t in de am p litu d e  v an
CO o

f  2 Q V 2 Qg ro o tte  v an  ( ---- ƒ )  . E venzoo  v a lt  v o o r ----- p  I de 5e te rmco, CO o
w eg  te g e n o v e r de 2e, enz.

D e  g ro o tte  v an  deze fa c to r  m oet n a d e r  g ep re c ise e rd  w o rd en , 
w a n t  zo n d er m eer is n ie t d ire c t te  zien  hoe g ro o t ze is. Z o o a ls  
b ek en d  is, kon  v o o r de f re q u e n tie b re e d te  v an  een k rin g  gede-

Vo _Sfin ieerd  w o rd e n  . Bij in vo ering  v an  een b re e d te fa c to r  f b =  —
die dus a a n g e e f t hoeveel k e e r  de k rin g  b re e d e r  is d an  de dub bele  
zw a a ifre q u e n tie , w o rd t  de c irk e lfreq u e n tie  v an  den  z w a a i:

v0 n
s ~ q T b

A ls v e rd e re  s teed s  o p tre d e n d e  fa c to r  bij freq u en tiem o d u la tie -  
p ro b lem en  is te  noem en de z w a a ifa c to r  f s , die a a n g e e f t de v e r 
houding  tu ssch en  den  m axim alen  z w a a i en de m axim ale m odu-

sla tie fre q u e n tie  p  dus f s =  —
2 QIn  d it  gev a l w o rd t  p ----- dusCO o

S  2 Q Vc n  i 2 Q
fs  COo Q f  B fs  COo / b  fs

E en  geb ru ikelijke  w a a rd e  v an  fs  = 5 en v an  f b — E5> zo o d a t
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v o o r een p ra c tisc h  n o rm a a l gev al p 2 Q h e tg een  dus in-w0 7 > 5d e rd a a d  <C<C I. D it  b e te e k e n t d a t  p ra c tisc h  de v e rw a a rlo o z in g e n  
to e g e p a s t m ogen w o rd e n , z o o d a t a a n  de genoem de v o o rw a a r-  
den  is v o ld aan .

D e  concliuie v an  deze § lu id t dus, d a t  p ra c tisc h  bij freq u en - 
tiem o d u la tie  de impedantie berekend kan worden aio voor oiniuvor- 
micj veranderlijke élroomen, echter moet dan voor de frequentie de mo- 
menteele frequentie cjeoubolitiieerd worden. In  form ule gescheven  dus :

(21)

§ 3 .

In  deze p a r a g ra a f  zullen  eenige to ep ass in g en  v an  h e t  h ie r 
v o o r afgele ide  gegeven w o rd e n . H ie rv o o r  k iezen  wij den  afge- 
s tem d en  k ring . V o o r  de im p ed an tie  d a a rv a n  m oet dus nu ge
sch rev en  w o rd e n  Z  (coM) dus

E  — I Z ' =  / Z r
. OOM — 00o ^i + ; 2 ------------ Q00 r, I +  j  2 00 m

00, Q
(22)

d a a r  im m ers ooM =  oo0 +  oom , w a a r in  oom =  s cosp t. 
T e r  v ereenvoud ig ing  zu llen  wij

oom
(Oo

^  s cos p t
Q  =  X  =  2 -----------— Q  =oo. f .

cos p t (23)
B

noem en, w a a rb ij op te  m erken  is d a t  \x\ <C I.
W ij k un nen  ons nu a fv rag en , w a t  e r  n a  f re q u e n tie d e te c tie  

v an  deze spann ing  o n ts ta a t .  D e  f re q u e n tie d e te c to r  b e s ta a t  u it 
een  m od u la tieo m vorm er, gevolgd d o o r een g e lijk rich te r. D e  mo- 
d u la tieo m v o rm er m et zijn he llende  f re q u e n tie k a ra k te r is t ie k  k a n  
b esch rev en  w o rd e n  d o o r een im p ed an tie  die dus ev en red ig  is 
a a n  x . N a  den  m o d u la tieo m v o rm er o n ts ta a t  dus een sp an n in g  
ev en red ig  a a n

x
I + j x

N a  den  g e lijk ric h te r  o n ts ta a t  h ie ru it een sp an n in g  ev en red ig  
m et de am p litu d e  van  deze spann ing , dus m et

i

X

I +  X
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M e t een geringe fo u t k an  h ie rv o o r gesch reven  w o rd e n

I - - ; r x 3 l I I= X ------ =  —  cos p t -----------cos3 p t
2 1 2 f b 2 ƒ j

N u  b e v a t de te rm  cos3p t  ook de te rm  cos 3 z o o d a t de 3e 
g ra a d s  d is to rs ie  a ls  v e rh o u d in g  v an  de am p litu d en  v an  de 3e 
to t  de le  harm on ische  o p le v e rt

2 /̂ 2
D, -  I J -  =  I f - Ö  

3 8 / j  2 o>:
/;. Bij to e p a ss in g  v an  een b eg re n ze r v e r lo o p t de b e rek en in g  

van  de d is to rs ie  ie ts  a n d e rs . In  d it  geval sp e e lt de am p litu d e  
geen ro l m eer en is a lleen  de p h ase  m aa tg ev en d . W ij  m oeten  
dus sch rijv en :

7 7 JiSPo—v)
E  = I Z  (u>m) =  \ I \ e ^  <f° — — —  = /i + j  x

t
w a a r in  q)Q =  (p0 t  +  ƒ s cos p t  en 99 =  bg tg  x .o

M e t een k leine fo u t is

F 1 + X

XW =  X ------3
L a a g fre q u e n t o n ts ta a t  n a  beg renzing  en n a  d e te c tie  een  sp a n 

ning, die ev en red ig  is a a n  de p h a se v a r ia tie  m et den  tijd , dus
d_ (<p0 -  y)

d t — coo +  cos p t  — x  +  x

p  p  .— C0o +  S COS p t  H---- COS p t ------- S171 p t  cos p t
f s  f l

H ie ru it  v o lg t d ire c t v o o r D „ :

a = i  p I I ^  /  n 3
3 -  .3 -  =  2 p — q4 fß  S 4 fs  fß  Cüo

U it deze b e rek en in g en  is d ire c t in te  zien, d a t  m et b eg ren zer 
a lle  d is to rs ie s  (ook de hoogere  g ra a d s)  even red ig  zijn m et de 
la a g fre q u e n te  m o d u la tie freq u en tie , te rw ijl zij zo n d er b eg ren ze r 
d a a rv a n  o n a fh an k e lijk  zijn.

c. A ls d e rd e  v o o rb ee ld  k iezen  wij de b e rek en in g  v an  de 3e 
g ra a d s  d is to rs ie , die a fk o m stig  is v an  een b a n d h lte r .
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D e vergelijk ing  v an  de im p ed an tie  v an  een b a n d filte r  lu id t:

z  =  — -— — — —-----l + j  2 x  — x  -ha
w a a r in  a =  Qf.

H  ie r is dus de p h a se h o ek  van  de im p ed an tie

t g  cp = 2  X 2  X
I -h a — x

2 x  / x  *I +
( l +  *) I - x I +  a I ~h a

I - h a

H ie ru it  v o lg t v o o r 99 bij b e n a d e rin g
2  Xcp = + 2 X3 I (2  x ) J

i +  a (1 +  a) 3 (1 +  a)
z o o d a t la a g fre q u e n t

dep
d t + 2 x \ ^ a -  1 )

I ~h a ( i -}- a )
2 I PD a a r  x  — —- cos p t  en x  = ------s in p t  , v o lg t v o o r

Ï b  / b

D 3 = -1 2 3 a — i p i I 3 0 - 1 I
4 ƒ B (1 +  / b j  2 ( 1 +  ^)3 ƒ , / J =  4 ƒ CO3

ö 3 3 ^ - 1 
( I +  # )

V o o r  een b e p a a ld e  w a a rd e  v an  a w o rd t  dus D 3 = O.
D i t  zijn s lech ts  eenige g rep en  u it de ta llo o ze  gev a llen  die 

z ich  kun nen  voo rd oen , zooals bijv. de inv loed  v an  verstem m ingen . 
H e t  za l e c h te r  w e l v o ld o en d e  a a n g e to o n d  zijn, hoe eenvoudig  
de b erek en in g en  in p ra c tisc h e  g ev a llen  w o rd e n .

A P P E N D I X .
T e r  il lu s tra tie  v an  h e t v e rsch il in reken w ijze  en t e r  co n tro le  

v a n  de re s u l ta te n  za l in h e t  vo lgende een v o o rb ee ld  gegeven 
w o rd e n  v an  de ex ac te  m ethode volgens R o d e r 1) v o o r gev al A 

H ie rb ij o n ts ta a t  op den  k rin g  een sp an n in g  v an  dezen  vorm
R  sin cü0 t -h S  cos co0 t 

w a a rin  m et de B esse lfu n c tie  I n

R  — Iq (fs) 4" 2 2
n =  2,4

U f s ) cos n p t  -h n
i + n f s f .; sin 11 p t

B
J s f ,Bt

l) L o c . c it.
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5 = 2  2 M f s )
” = i ’3" i +  ( n V

sin n p t  — n
fs f , cos n p t

B
\ f ' f B

d  5D e  d is to rs ie  is te  b e rek en en  u it w a a r in  w =  bg tg  — . D a a r -d  t  A
to e  is e e r s t  noodig  om op a ls  functie  v an  p  t te  kennen . In  h e t 
volgende is d it  b e re k e n d  v o o r f s — 5 en f b — ES

/o (5) = -  0,1776 A (s) = -  0,3276 A (5) = 0,04657

A (5) = 0,3648 A (s) = 0,3912 A ( 5) = 0,2611

A ( s ) =  0,1310 A (5) = 0,05338 h (5) = 0,01841

/ 9(s) =  0,00552 Ao (s) == 0,001468

V o o r  versch illen d e  w a a rd e n  van  p t  w o rd en nu de reek sen  R
en 5 : •

R 5 tg  9 V
p t  = o° 0,6962 0,4744 0,681 -  0,598

30° 0,3213 0,7917 2,46 1.957
6o° — 0,6207 — 0,6733 1,082 3.97
90° 0,201 — 0,971 4.83 4.915

120° —0,1293 0,986 7,62 4.58
150° 0,8299 0,133 0,16 2,987

U it  de g rap h isch e  v o o rs te llin g  van  cp = f  (p  t) w o rd e n  de le  
en 3e harm onische  b e p a a ld , ]) d o o r 12 o rd in a te n  v an  cp op a f 
s ta n d e n  van  I 50 te  m eten  u it cp — f  (^p t).

D it  le v e r t :

Ti = o,77S T2 = E95 T3 = 3 J\  = 3>9% T5 = 4,60 y 6 = 4,90
T7 = 4>97 n  = 4,57 y 9 = 3>92 y *> =  2,98 Tu = E83 Ti2 0,60

H ie ru it  volgen de 6 som m en en v e rsc h ille n :
E =  2,60 Ja =  4,92 s3= 6,93 j 4 =  8,55 ^5=  9>4$ J6 =  4 ,9° 
d, = - 0.0275 ^  =  — 0,60^ 3——0,925 ^ 4= — 1,02 d 5= -  1,05 d6 = - 0,6

zo o d a t, n a  verm enigvuld ig ing  m et de sinus v an  een a a n ta l  m alen
1 5° : 6 a, = 29,5 dus a, =  3,9 1 .

9  E l i  a s ,  T h e o rie  d e r  w isse ls tro o m e n  1943 , p . 227 .
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O p  een derge lijke  m an ier w o rd t  bx v e rk reg e n , n.1. 0,587, zooa
d a t  te n s lo tte  de le  harm o n ische  is

1/ 4,912 +  0, 587“ =  4,95

O p  een so o rtge lijk e  w ijze w o rd t  de 3e harm o nische  v e rk re g e n
als

0,01 +  0,0175 =  0,0201 .
D i t  g ee ft dus le  en 3e harm o nische  v an  de cp =  f  (/> t) krom m e. 
D a a r  bij de d e te c tie  de afgele ide  v an  de p h ase  w o rd t  v e rk re 
gen, m oet de h ie r  b e re k e n d e  3e harm onische  nog m et 3 verm enig
vu ld igd  w o rd en , z o o d a t D , — IO O X  3 X  —-------- =  1 ,22%4.95

V o lg en s de h ie rv o o r  gegeven  th e o rie  is :

D 2 = - — — = 1 . 1  —  
4 f s  f s  4 5 1.5 =  1 .4 8 %

3 5X  XM e t v e rd e re  b e n a d e rin g  v o o r cp — x ------ 1----. . .  w o rd t  d i t :3 5
i i i  /  3 1 t 9 1 7 1 | 45 1
4 f s f è \  4 / b i 6 / b i 6 / b 1 2 8 / b

i  i i -  —
4 5 i,S

3 i 9+ 7 i 45— ? +  —
4 i ,5 ió  i ,5 ió  i ,5 128 1,5 8 *

=  1 ,0 7 %  •
D e  le  b e n a d e rin g  g ee ft re e d s  de goede o rd e  v an  g ro o tte  aan , 
te rw ijl  de v e rd e re  b e n a d e rin g e n  a a n to o n e n  d a t  een fo u t van  
— IO ° /0 in h e t  a n tw o o rd  w o rd t  v e rk reg en . A fgezien  nog v an  de 
m ogelijke o n n au w k eu rig h e id  bij de ex ac te  m eth ode  is een fo u t 
in h e t  a n tw o o rd  van  deze g ro o tte  w e l te  v e rw a c h te n , a ls  de 
b e n ad e rin g e n  bij de afleiding v an  deze eenvoudige reken w ijze  
in aan m erk in g  w o rd e n  genom en.

B eh a lv e  h e t v o o rd ee l v an  tijd- en w e rk b e sp a r in g  van  de v e r 
k o r te  reken w ijze , zooals b lijk t u it h e t  gegeven v o o rb ee ld , b e 
s t a a t  nog h e t g ro o te  v o o rd ee l v an  h e t a n tw o o rd  in form ule 
vorm . D o o r  su b s titu tie  v an  v ersch illen d e  w a a rd e n  v a n  de v e r 
an d erlijk e  in deze form ule is snel een  o v erz ich t te  v e rk rijg en  
o v e r h e t  g ed ra g  v an  de g ev ra ag d e  g ro o th e id , te rw ijl  bij de 
ex ac te  m ethode v o o r elke w a a rd e  v an  de v e ran d e rlijk e  opn ieuw  
de geheele rek en in g  h e rh a a ld  m oet w o rd e n .
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D I S C U S S I E
H r  R o o r d a :  B lijft bij d e n  b e g re n z e r  de  tr illin g sv o rm  o n v e ra n d e rd ?
I r  A l e x a n d e r :  N a  d en  b e g re n z e r  in h e t m id d e lf re q u e n td e e l v a n  d en  

o n tv a n g e r  is w e e r  een  m id d e lf re q u e n tk r in g  g e sc h a k e ld . D e z e  f il te r t  u i t  de  
d o o r  d e n  b e g re n z e r  v e rv o rm d e  sp a n n in g  w e e r  de  g ro n d fre q u e n tie , w a a rb ij  
a lle en  d e  a m p litu d e  b e ïn v lo e d  is, d ie  e c h te r  v o o r  d e n  f r e q u e n tie d e te c to r  
geen  ro l sp ee lt.

I r  v. S l o o t e n :  I k  m oet o p m erk en , d a t  in d ien  de  b e g re n z e r  een  p h a se -  
v e rv o rm in g  g ee ft, d eze  z e e r  k le in  za l zijn , d a a r  de  p h a s e v e ra n d e r in g e n  ten  
gevo lge v a n  de  f re q u e n tie m o d u la tie  ze lv e  z e e r  v ee l g ro o te r  zijn .

A . : D i t  za l in d e rd a a d  h e t g ev a l zijn .
I r  S c h o u t e n :  In  h o e v e rre  zijn  d eze  u itd ru k k in g e n  m in  o f  m ee r

geld ig  in d ien  h e t v e rb a n d  tu ssc h e n  K  en /  n ie t h e t k a r a k te r  h e e f t  v a n  de 
im p e d a n tie  v a n  een  en k e len  k r in g  ?

A . : D e  a f le id in g e n  zijn  n ie t b e p e rk t  to t een  e n k e le n  k rin g , w e l v o o r
im p e d a n tie s , w a a rb i j  v o ld a a n  is a a n  d e  g eg ev en  v o o rw a a rd e n  v o o r  de 
z w a a if a c to r  en de  b re e d te - fa c to r , en d ie  v o o r h e t b e sc h o u w d e  g eb ied  een 
la n g z a a m  v e rlo o p e n d e  a m p litu d e  en p h a se  h e b b e n , zo o a ls  d i t  zi ch in  de 
p ra c t i jk  z a l v o o rd o en .

I k  zie d u s  a f  v a n  th e o re tis c h e  m o g e lijk heden , a ls  b ijv . p h a se sp ro n g e n , 
m a a r  b e p e rk  mij u i ts lu i te n d  to t  p ra c tis c h e  g ev a llen .
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S U M M A R Y
In  th is  p a p e r  a  v e ry  sim p le  m e th o d  o f  c a lc u la tio n  h a s  b e e n  d e r iv e d  fo r  

th e  in v e s tig a tio n  o f  f re q u e n c y  m o d u la te d  c irc u its . T h is  m e th o d  d e m a n d s  
th a t  su ch  c irc u its  sh o u ld  be c a lc u la te d  b y  th e  n o rm a l co m p lex  m e th o d , 
b u t  in th e  u ltim a te  re s u l t  th e  c o n s ta n t  f re q u e n c y  o f  th is  com plex  m e th o d  
h a d  to  be s u b s t i tu te d  b y  th e  in s ta n ta n e o u s  f re q u e n c y . T h is  c a lc u la tio n  is 
n o t e n tire ly  e x a c t, b u t  it  is sh o w n  th a t  th e  fa u lts  a re  p ra c tic a l ly  n e g lig 
ib le  (a b o u t  10%  in  th e  final re s u lts ) .  T h e  g o v e rn in g  fa c to rs  fo r  th is  
a re  th e  s w in g fa c to r , i.e . th e  ra tio  b e tw e e n  th e  m ax im um  f re q u e n c y  d e v ia tio n  
o r  th e  sw in g  a n d  th e  m ax im um  m o d u la tin g  f re q u e n c y , b e s id e s  th e  b a n d  
w id th  fa c to r , i.e . th e  ra t io  b e tw e e n  th e  b a n d  w id th  o f  th e  sy s tem  a n d  th e  
d o u b le  sw in g .

A s an  ex am p le  th e  d is to rs io n  is c a lc u la te d  fo r  a  tu n e d  c irc u it, w ith  
a n d  w ith o u t  lim ite r, a lso  fo r  a b a n d  p a s s  filter. F o r  c o m p a rin g  th e  v e lo c 
i ty  a n d  th e  e x a c tn e ss  o f  th is  m e th o d  th e  c a lc u la tio n  is a lso  g iven  u s in g  
th e  m e th o d  o f  d iv id in g  in to  f re q u e n c y  c o m p o n en ts , fo llo w ed  b y  a  g r a p h i 
ca l d e te rm in a tio n  o f  th e  d is to rs io n  ( th e re fo re  th is  is a lso  n o t e n tire ly  e x ac t) . 
In  a d d itio n  th e  la t te r  m e th o d  h a s  th e  d is a d v a n ta g e  th a t  th e  r e s u l t  is n o t 
g iven  in a  fo rm u la , so th a t  a n y  ch a n g e  re q u ire s  a  n e w  c a lc u la tio n , w h ic h  
is n o t th e  c a se  w ith  th e  g iven  a p p ro x im a te  m e th o d .
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d o o r
S. G R A T A M A

N a a r  aan le id in g  v an  de R ad io lo ca tio n  C o n v en tio n  gehouden  
v o o r The In s titu tio n  of E le c tr ic a l E n g in ee rs  g ee ft de W ire le s s  
W o r ld  in h e t M einum m er van  1946 een o v erz ich t van  de m eest 
b e lan g rijk e  o n tw ik k e lin g en  op h e t gebied  d e r  R a d a r- te c h n ie k . 
H e t  o p en t m et een beschrijv ing  van  h e t m oderne z.g. C a v ity  
M a g n e tro n .

In  h e t v erlo o p  van  w ere ld o o rlo g  nr. 2 k reeg  m en a l spoed ig  
b eh o efte  a a n  g e n e ra to re n , die in s t a a t  w a re n  op zee r hooge 
fre q u en tie s  (3000-10000 M H z )  zee r g ro o te  s to o ten e rg iën  m et 
een tijd sd u u r v an  1 a  2 m icro-seconden , op te  w ek k en . O m 
s tre e k s  1939 w a s  fe ite lijk  de eenige buis, die op deze fre q u e n 
ties  in s t a a t  w a s  b e tro u w b a a r  en s ta b ie l eenige tie n ta lle n  
W ^atts energ ie  te  lev eren , h e t in A m erik a  o n tw ik k e ld e  z.g. 
K ly s tro n . A a n d e n e isc h  om im p u lsenerg ieën  van  eenige h o n d erd en  
K ilo w a tts  te  kunnen  o p w ek k en  kon h e t k ly s tro n  evenw el n ie t 
vo ldoen.

P r o f .  J. T.  R a n d a l l  en D  r  H.  A.  H.  B o o t  v an  de uni- 
v e rs ite it  van  B irm ingham  h a d d e n  in 1939 h e t idee, d a t  w a n n e e r  
men h e t b ek en d e  m ag n e tro n -p rin c ip e  com bineerde m et d ire c t 
a a n g e s to o te n  tr ilh o lte n  (G a v ity -re so n a to rs ) , een g ro o te  v e rb e te 
rin g  in de energ ie-a fg ifte  v e rk re g e n  zou kunnen  w o rd en . D o o r  
zee r eenvoudige overw eg ingen  k w am en  zij to t  de sim pele en 
e leg an te  co n stru c tie , die in hg. 1 m p rinc ipe  is a a n g e g e v e n .])

A is een ro o d k o p e re n  an o d eb lo k , w a a r in  een z e s ta l cylin- 
d rische  tr ilh o lte n  zijn u itg e fra isd . V o lg en s R a n d a l l  en B o o t

) Z ie  , ,E a r ly  W o r k  on th e  C a v ity  M a g n e tr o n ” .
V o o rd ra c h t  g eh o u d en  d o o r  P ro f .  J. T . R a n d a ll .  D . S c . en H . A . H . 
B o o t P h . D .
R a d io lo c a tio n  C o n v e n tio n  26.— 29  M a a r t  1946 .
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m oet m en deze tr ilh o lte n  o p v a tte n  a ls  cy lin d risch  om gebogen 
H e rtz -d ip o le n . (d ipoo llussen ). H e r tz  h a d  aa n g e to o n d  en la te re  
b erek en in g en  van  M a c d o n a ld  w ezen  u it, d a t  de te  v e rw a c h te n  
go lflengte  7.94 m aal de d ia m e te r  v an  de d ipoo llus zou b ed rag en . 
D e  volgende voorloop ige afm etin gen  w e rd e n  aan g e h o u d e n :

Diameter van de cylindrische trilholte
Breedte en diepte van de spleten

Aantaltrilholten
Diameter van de anodekathode ruimte

Te verwachten golflengte

1,2  cm. 0,1 cm. 6 1,2  cm. 10 cm.

A ls k a th o d e  w e rd  g e b ru ik t een w o lf ra a m d ra a d  v an  0,75 mm. 
diam . H e t  m ag n e tro n  w o rd t  in een c o n s ta n t m ag netisch  v e ld  
v an  b e p a a ld e  s te rk te  g e p la a ts t . D i t  veld  is evenw ijd ig  g e rich t 
a a n  de k a th o d e . E en  eenvoudige, g lobale  b e rek en in g  to o n d e  aan ,

/ V j 2 m m .

Trilholte

x Rood koperen 
anodeblok

Dikte van het anodeblok is ca. 2 cm

F ig . 1.
D o o rs n e d e  v a n  h e t e e rs te  e x p e rim e n te e le  tr i lh o lte -m a g n e tro n .

d a t  gezien de afm etingen , de an o d esp an n in g  ca. 16000 V o lts  en 
de v e ld s te rk te  1000 O e rs te d s  zou m oeten  b ed rag en . O p  21 
F e b ru a r i  1940 w e rd  de buis g e p ro b e e rd  en deze p ro e f  w a s  
d ire c t een  g ro o t succes. H e t  m ag n e tro n  o n tw ik k e ld e  een v e r 
m ogen v an  gemiddeld 400 W a t t  op een go lfleng te  v an  9,8 cm. 

Bij een im p u lsd u u r van  1 ju-sec. en een  im p u ls-h e rh a lin g -fre -

Kathode
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q u en tie  v an  1000 kom t een gem iddeld  verm ogen  van  400 W a t t  
o v ereen  m et een im pulsverm ogen  400 k .W . D e  n ieu w ste  ty p e n  
m ag n e tro n s  kun nen  een im pulsverm ogen  van  2500 a  3000 k .W . 
afgegeven .

D e  m eest g esch ik te  trilw ijze  van  de tr ilh o lte n  is die, w a a rb ij 
de s tro om en  in de holle ru im ten  ro n d lo o p en  (aan  de binnenzijde 1) 
en zoodoende tw e e  teg e n o v e r e lk a a r  gelegen segm enten  een 
teg en g es te ld e  lad in g  geven.

In  fig. 1 is een  „m o m en to p n am e” van  d it gev a l aan gegeven . 
D eze  trilw ijze  w o rd t  de n  trilw ijze  genoem d, zu lks n a a r  a a n 
leid ing  van  h e t fe it, d a t  h e t p h a se v e rsc h il van  tw e e  te g e n o v e r
g este ld e  segm enten  =  180° = tz rad.

Bij deze n  tr illin g  w o rd t  de fre q u e n tie  voo rnam elijk  b e p a a ld  
d o o r den  d ia m e te r  v an  de tr ilh o lte . H e t  e lec trisch e  veld  v e rlo o p t 
tu ssch en  de segm enten  van  te g e n o v e rg e s te ld e  p o la r i te i t  en is 
tu ssch en  de sp le ten  h e t s te r k s t  en hom ogeen. H e t  m agnetische 
veld  lo o p t a x ia a l in de h o lten  en h ee ft de g ro o ts te  s te rk te  
d a a r , w a a r  de stro o m  h e t g ro o ts t  i s ; d.i. a a n  de, h e t  m eest 
v an  de as v e rw ijd e rd e  b innenzijde van  de tr i lh o lte , (s ta an d eg o lf) . 
D e  m agnetische k ra c h tlijn e n  vorm en u it den  a a rd  d e r  zaak  
g eslo ten  b an en  en de d o o r een h o lte  loopende k ra c h tlijn e n 
b u n d e l s p li ts t  zich bij h e t  v e r la te n  h ie rv a n  in tw e e  gelijke 
b u n d e ls , w a a rv a n  de eene v ia  de re c h te r  n ab u rig e  ho lte  en de 
a n d e re  v ia  de lin k e r n ab u rig e  ho lte  te ru g k e e r t  en zich zoodoende 
w e e r  to t  de o o rsp ro n k e lijk e  aan w ezig e  b u n d e l in de e e rs tg e 
noem de h o lte  v e re e n ig e n .])

A lle tr ilh o lte n  zijn dus o n d erling  g ek o p p e ld .1 2) O m  de tr ilh o lte n  
zoo goed m ogelijk „ in  den  p a s ” te  dw ingen  en ong ew en sch te  
tr ilw ijzen  te  o n d e rd ru k k e n  w o rd e n  de segm enten  m et gelijk- 
ph asig e  p o te n tia a l  d o o r m iddel v an  k o r te  d ra a d s tu k je s  m et 
e lk a a r  v e rb o n d en . D eze  aeq u i-p o te n tia a lv e rb in d in g e n  b lek en  een 
g ro o te  v e rb e te r in g  te  zijn. D e  s ta b il i te i t  w e rd  e r  gunstig  d o o r

1) D e z e  v o o rs te llin g sw ijz e  is s te rk  g e ïd e a lise e rd .
In  w e rk e li jk h e id  za l een  d ee l v a n  de  flux ook  nog  d o o r  de  a n o d e - 
k a th o d e - ru im te  v loe ien .
H e t  v e ld  m o e t vrij in g e w ik k e ld  zijn , a a n g e z ie n  d e  le n g te  v a n  de 
k ra c h tl i jn e n b a n e n  n ie t m ee r k le in  is t.o .v . de g o lf le n g te  (vg l. q u a s i-  
s ta tio n a ire  v e ld  v a n  een  a n te n n e ) .

2) O o k  d e  d e k p la te n  geven  a a n le id in g  to t k o p p e lin g .
D e  s tro o m b a n e n  v a n  de  h ie r in  o p tre d e n d e  w e rv e ls tro o m e n  zijn  m e t 
e lk a a r  g e k o p p e ld .



206 S. GRATAMA

beïnv loed  en h e t ren d e m en t s teeg  v an  1 0 — 1S°/0 op 3 5 —50% .
V e rd e r  b lee k  h e t  m ogelijk d o o r verbu igen  v an  genoem de 

v e rb in d in g sd ra a d je s  de o p g ew ek te  fre q u en tie  eenigszins te  b e 
ïnvloeden . D i t  w a s  dus een e x tra  v o o rd ee l v an  deze w erkw ijze .

In  fig. 3 is een  m ag n e tro n  volgens R a n d a l l  en B o o t h  in 
p ra c tisc h e  u itv o erin g  g esch e ts t. D e  o p g ew ek te  energ ie  w o rd t  
afgenom en m et b eh u lp  v an  een enkele  k leine lusvorm ige w in 
ning, die in één v an  de tr i lh o lte n  is g e p la a ts t . H e t  eene u i t
einde van  d it  k o p p e llu s je  is m et h e t  an o d eb lo k  v e rb o n d en , h e t 
a n d e re  a a n  den  inw end ig en  g e le id e r v an  een k o r t  s tu k  coax ia le  
le id ing  b ev estig d . Z o o a ls  u it de figuur b lijk t is h e t  lusje n ie t

F ig . 2.
E e n ig e  e le c tro n e n b a n e n  d ie  bij een  m a g n e tro n  k u n n e n  v o o rk o m en .

sy m m etrisch  in de h o lte  o p g este ld , m a a r  m eer n a a r  de tr ilh o lte -  
b innenzijde, die h e t v e r s t  v an  de as v e rw ijd e rd  is. D a a r  is de 
k ra c h tlijn e n d ic h th e id  h e t g ro o ts t.

D e  b in n en g e le id e r v an  h e t k o r te  s tu k  coax ia le  le id ing  is ge
ïsoleerd  en v acu u m d ich t n a a r  b u iten  g ev o erd  en h ie r  k a n  m en 
de u itw en d ig e  b e la s tin g  b.v . v ia  een a n d e re  coax ia le  k a b e l of 
v ia  een w av e-g u id e  aan s lu iten . Bij de m od erne  m ag n e tro n s  
w o rd t  de s tro o m s te rk te  in h e t  k o p p e llu s je  zee r g ro o t. S te l t  m en 
de g o lfw e e rs ta n d  v a n  h e t s tu k je  coax ia le  le id ing  op 70 O hm  
en g ee ft h e t  m ag n e tro n  een energ ie-im puls v an  2500 k .W \,  d a n  
lo o p t g ed u ren d e  1 3  2 /x-sec. een  effectieve u l t r a  h o o g freq u en te



RADAR: „CAVITY M AGNETRON" 207

w isse ls tro o m  v an  ca. 190 A m p. d o o r d it  k leine lusje , w a a rv a n  
de d ra a d -d ia m e te r  ong eveer 1,4 mm. b e d ra a g t.

In  fig. 2 zijn eenige m ogelijke e lec tro n en b a n en  aan gegeven . 
N r  1 s te l t  een e le c tro n e n b a a n  v o o r zooals kan  o p tre d e n  in n iet- 
o sc illee ren d e  to e s ta n d . N r  2 g ee ft een b a a n  w e e r  van  een elec- 
tro n , d a t  n ie t m et de ju is te  snelheid  lo o p t en energ ie  van  h e t 
o sc illee ren d e  e lec trisch e  veld  o n tv a n g t en w e e r  op de k a th o d e  
te ru g v a lt  o n d e r v rijm ak ing  v an  w a rm te . N r  3 s te l t  de w eg  v o o r 
v an  een e lec tro n , d a t  m et de ju is te  snelhe id  lo o p t en energ ie  
a a n  h e t o sc illee ren de  sy s teem  a lg e e lt . O m  een g ro o t ren d e m en t

F ig . 3.
D  o o rsn e d e  v a n  een  tr i lh o lte -m a g n e tro n  in p ra c tis c h e  u itv o e r in g .

te  b e re ik en  zouden alle  e lec tro n en  in de cond itie  v an  N r  3 
m oeten  v e rk e e re n . D e  e lec tro n en  volgens k la sse  N o  2 verv u llen  
ev en w el toch  een zee r b e lan g rijk e  ta a k , zij zo rgen  e r  v o o r d a t  
de enorm e e lec tro nen -m issie  van  de k a th o d e , benood igd  om de 
zee r g ro o te  an o d estro o m -im p u lsen  te  leveren , to t  s ta n d  kom t. 
D eze  em issie is v o o r h e t g ro o ts te  dee l secu n d a ire  em issie en 
w o rd t  v e ro o rz a a k t d o o r h e t b o m b ard em en t v an  de, op de 
k a th o d e  te ru g v a llen d e , e le c tro n e n ; de p rim a ire  em issie is s lech ts  
in de o rd e  v an  enkele m illi-a m p è re s!
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W a n n e e r  h e t m ag n e tro n  eenigen tijd  is in g esch ak e ld  en v o l
doende w arm  is g ew o rd en , w o rd t  de g lo e id ra a d sp a n n in g  u itg e 
sch ak e ld . D o o r  h e t e le c tro n e n b o m b a rd e m e n t b lijf t de k a th o d e  
vo ldoende w arm . H e t  g ro o te  p rob leem  is om v o o r een vo l
doende w a rm te -a fv o e r  van  de k a th o d e  te  zorgen . D a t  de be- 
noodigde e lec tro nen -em issie  zee r g ro o t is, m oge u it  h e t  vo lgende 
v o o rb ee ld  b lijken.

S te l :  men g e b ru ik t een m ag n e tro n  v o o r 2500 k. W .  afgegeven  
im pulsenerg ie  en een re n d e m e n t v an  50°/0, d a n  b e d ra a g t  h e t 
opgenom en im pulsverm ogen  5000 k .W . D e  an o d esp an n in g  v an  
een derge lijke  m ag n e tro n  is ca. 40.000 V o lts . D e  m ax. o p tr e 
den de  a n o d es tro o m  is d e r h a lv e :

5 X IO<5 .
------- ; = 125 Amp.4 X io 4

H e t  is zo n d er m eer duidelijk , d a t  d it  een  zee r b ijzondere  
k a th o d e c o n s tru c tie  v e re isch t. D e  v e rv a a rd ig in g  h ie rv a n  w a s  w e l 
één v an  de g ro o ts te  p rob lem en , die bij deze m ag n e tro n b u izen  
o p tra d e n .

D e  3 cm. m ag n e tro n s  zijn in p rinc ip e  gelijk a a n  die van  10 cm. 
golflengte. A lleen  w o rd e n  e r  v o o r de b eh oud in g  v an  dezelfde 
s ta b il i te i t  en h e tze lfd e  re n d e m e n t ong eveer tw e e  m aa l zoove el 
tr i lh o lte n  in g eb ru ik t. !) Bij n o rm a a l p ra c tisc h  g eb ru ik  v an  d e r 
gelijke m ag n e tro n s  h e e ft h e t  v o o rd ee len  de an o d e  d ire c t te  
a a rd e n  en m en v o e r t  in d it  geval n eg a tiev e  hoogspann ingsim - 
pu lsen  a a n  de k a th o d e  toe . D a a r  de fre q u e n tie  en de trilw ijze  
a fh a n g e n  v an  de g ro o tte  v an  de a n o d esp an n in g  m oeten  de 
h o o gspann ingsim pu lsen  zoo rech th o ek ig  m ogelijk v e rlo o p en , o p d a t 
tijden s h e t o sc illee ren  de a n o d esp an n in g  c o n s ta n t b lijft. O o k  
v a r ia tie s  in de g ro o tte  d e r  b e la s tin g  m oeten  v erm ed en  w o rd en .

Fig. 5 is de a fb e e ld in g  v an  een m ag n e tro n  v o o r 2500 k .W . 
im pulsenerg ie .

H ie r  s te e k t  de b in n en g e le id e r v an  de k o r te  coax ia le  leid ing  
o v er een b e p a a ld e  len g te  in een cy lin d risch e  w av e-g u id e  en 
e x c ite e r t deze dus d ire c t. D e  p la a ts  (in ax ia le  rich tin g ) en de 
leng te  v an  d it  in s te k e n d e  s tu k  zijn zee r k r itisc h  (aan p ass in g ), 
w a n n e e r  h e t  e r  op a a n k o m t een zu iv er loopende golf in de 
w av e-g u id e  te  v erk rijgen .
l)  H ie rd o o r  w o r d t  d e  v e r h o u d in g :

Wattlooze trillingsen erg ie 
Watt e?iergie

g ro o te r . D i t  b e v o rd e r t  in h e t a lg em een  d e  s ta b il i te i t .



C A T H O D E  EN D  S H IE L D

COUPLING

O U T P U T  L E A O

C A T H O D E  AMD 
H E A T E R  C O N N E C T IO N S  .

ANODE C O O L IN G  F IN S C A T H O D E

F ig . 4.
A fb e e ld in g  v an  h e t m a g n e tro n  ty p e  C  V  64, w a a rv a n  een  d e k p la a t  is 

w e g g en o m en . Im p u lsv e rm o g e n  500  k W .  V a  =  2 8 0 0 0  V .

A fb e e ld in g  v an  h e t 
v an  2 5 0 0  k W .

F ig . 5.
m a g n e tro n  ty p e  B .T .H .  B M  7 3 5 . Im p u lsv e rm o g e n  
V a  =  4 5 0 0 0  V . O p  d en  v o o rg ro n d  een m a a ts to k  

v an  15 cm . len g te .
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DISSERTATIES
J, v an  S lo o t  en, Meetkundige beschouwingen in verband met de theorie

der electrische Vierpolen.
Dissertatie D elft 1946. Uitg. W . D. M einema, D elft .

In de tw ee eerste hoofdstukken v an  dit p roefschrift w orden  in hoofdzaak  
behandeld  de transfo rm atore igenschappen  v an  vierpolen, d.w.z. v an  electrische 
system en, die tw ee ingangs- en tw ee uitgangsklem m en vertoonen.

D aarbij beschouw t men de tusschen de ingangsklem m en op tredende im pedantie 
als een functie v an  de tusschen de uitgangsklem m en aangeslo ten  u itw end ige im pe
dantie. D e ingangsim pedan tie  is dan  de „getransfo rm eerde" u itgangsim pedantie  en 
deze transfo rm atie  kom t in het com plexe im pedantiev lak  overeen  m et een z.g. 
cirkel verw an tschap .

D e m eetkundige eigenschappen v an  deze c irke lverw an tschap  w orden uitvoerig  
onderzocht, in  het bijzonder voo r het geval d a t de v ierpool verliesvrij is. In d a t 
geval heeft men te m aken met een z.g. hyperbolische  transfo rm atie  (voorbeeld: 
de electrom agnetische transfo rm ato r) of met een elliptische transfo rm atie  (v o o r
beeld: de concentrische kabel of een systeem  v an  tw ee parallelle  geleid ingen), 
w aartusschen  de parabo lische transfo rm atie  het o v erg an g sg ev a l vorm t. E nkele 
hoofdzaken v an  de in de tw ee eerste hoofdstukken behandelde theorie  zijn v roeger 
reeds in d it tijdschrift gepubliceerd (deel IX , 1941, pag. 217-234)

In  de laatste  drie hoofdstukken w o rd t de volgende v raag  behandeld: w anneer 
men tw ee v ierpolen, ieder met bekende en eenvoudige  transfo rm atoreigenschappen , 
door parallelschakeling  of door serieschakeling sam envoegt to t een nieuw e v ie r
pool, hoe hang en  de e igenschappen  v an  deze laatste  dan  af v an  die der sam enstel
lende vierpolen? D eze v raag  is in de practijk  on tstaan , d aa r men in de regel slechts 
beschikt o v er bepaalde  ty pen  v an  v ierpolen  als constructie-elem enten (b.v. para l- 
le ld raadsystem en in de korte  golftechniek).

H et gestelde probleem  kom t a lgebraïsch  neer op  een onderzoek  n aa r de eigen
schappen v an  de som of het p roduct v an  tw ee m atrices. D e a lgebraïsche behan 
deling is echter gekenm erkt door onoverzichtelijke en lange form ules. E en  m eet
kundige behandeling lijkt in d it geval m eer de aangew ezen w eg.

T o t zoover loopt de gedach tegang  vrijw el paralle l a an  enkele publicaties v an  
A. W  e i s s f 1 o c h, in het b ijzonder diens K reisgcom etrische V ierpo ltheorie  
(H ochfr. u. E l. Ak. 61, 1943, 100-123). In  dit p roefschrift w o rd t v o o r de m eet
kundige behandeling  echter een geheel andere w eg ingeslagen.

N a d a t in hoofdstuk  III enkele resu lta ten  betreffende de parallelschakeling  w o r
den afgeleid, w o rd t in de tw ee laatste  hoofdstukken de cascade- of serieschakeling 
v a n  verliesvrije  v ierpolen  behandeld . U iteengezet w ord t hoe iedere transfo rm atie  
door een verliesvrije  v ierpool overeenkom t met een bew eging v an  het z.g. m et-eu- 
clidische vlak. In het com plexe im pedantiev lak  hebben w e daarbij te m aken m et het 
z.g. m odel v an  P o i n c a r é .  D e cascadeschakeling  kom t nu overeen  met het sa 
m enstellen v a n  niet-euclidische bew egingen. D eze sam enstelling w ord t vervo lgens 
u itgevoerd , niet in het com plexe v lak , m aar in een daarm ee sam enhangend z.g. 
C  a y  1 e y  - d i a g r  a m. In  het laatste  hoofdstuk  w orden toepassingen  gegeven, 
sam enhangende met de u ltra  korte  golftechniek.
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F. L. M. H. S. S tum pers*  Eenige onderzoekingen over trillingen met
frequentiemodulatie*

diss. D elft, M ei 1946.

In  deze d issertatie , die gebaseerd  is op het w erk  v an  den schrijver in het N a 
tuurkundig  L aboratorium  der N .V . Philips, w ord t na een ko rt overzich t der 
h istorische on tw ik k e lin g ' nader in g eg aan  op de definities v a n  m om enteele am pli
tude, phase en frequentie voo r een w illekeurige functie v an  den tijd.

H et frequentiespectrum  w ord t bij am plitude-, phase-, en frequentiem odulatie 
onderzocht, en het begrip  bandbreed te  energetisch  gedefinieerd.

A an  de m ogelijkheid v an  de in terferen tie  bij frequentiem odulatie w o rd t speci
ale aan d ach t geschonken (bijv. v oo r tw ee zenders op  een golflengte, g esyn ch ro 
niseerde zenders of tw ee-w egs o n tv an g st v an  eenzelfde s ig n aa l). D e eigenschap-

Ä 2 -j- A ros xpen v an  de functie f  A (x, A) = ---- -------------------------—zijn h ierv oor v an  belanq. D e1 + 2  A c o s x - { - A 2
invloed v an  geruisch en storingen w ord t u itvoerig  n agegaan . H et voordeel v an  
frequentiem odulatie boven am plitudem odulatie, bij gelijke zendersterk te  kom t in 
een aan ta l num erieke voorbeelden goed tot uiting. O ok  het belang v a n  pre-em - 
phasis v oo r om roepdoeleinden w ord t hierbij toegelicht. D e berekeningen w orden 
gecom pliceerd, w anneer de geruischenergie niet m eer klein is ten opzichte v an  
de signaalenerg ie. V o o r dit geval w ord t een benaderd  resu ltaa t gegeven. Bij im- 
pulsiesto ringen  verk rijg t men, ook bij w illekeurige g roo tteverhouding , een con
vergen te  ontw ikkeling v o o r het resu ltaa t na detectie.

N a d a t de  exacte berekening v an  de distorsie v an  f.m. signalen bij doorgang  
door electrische netw erken m et behulp der F ourie r-ana ly se  is gegeven, w ord t 
de reeksontw ikkeling v an  C arso n  en F ry  critisch onderzocht. D eze ontw ikkeling 
is eigenlijk aan g ep ast aan  phasem odulatie; als a lte rn a tie f w o rd t een andere  reeks 
gegeven, evenals de eerste asym ptotisch , die d irect bij f.m. problem en aanslu it. D e 
fout, die o n tstaa t, w anneer men de reeks na enkele term en afbreek t, w o rd t geschat.

D e theorie  w ord t d aa rn a  toegepast op de berekening v an  de distorsie bij eenige 
eenvoudige netw erken: enkele kring, gekoppelde kringen, frequentie  detector. 
N a a s t het o n ts taan  v an  harm onischen bij één m odulatiefrequentie  wrord t ook 
in term odulatie  (dus het o n ts taan  v an  verschilfrequenties, w anneer tegelijk met 
tw ee l.f. signalen w ord t gem oduleerd) berekend.

T enslo tte  w orden  de resu lta ten  v a n  een aan ta l experim enten  over distorsie 
en in term odulatie  in een tiental grafieken w eergegeven. E en nieuw e m ethode om 
de distorsie v an  den m eetzender, als gevolg v an  krom m ing der m odulatiekarak- 
teristiek, rech tstreeks uit het spectrum  te bepalen , kan  in dit laa tste  hoofdstuk 
speciaal verm eld w orden.

„OCTROOIEN”
H et bestuu r v an  het N ederlandsch  R ad iogenoo tschap  heeft besloten in het 

tijdschrift een rubriek  „O c tro o ien ” in  te stellen, w aarin  alle belangrijk  lijkende 
N ederlandsche  o c tro o iaan v rag en  zullen w orden  verm eld, v oo r zoover zij op 
radio-, hoogfrequent-, kabeltelefonisch- en electroacoustisch  gebied liggen. E r 
w ord t dus een keuze gedaan , w aarbij niet alleen gelet zal w orden  op de be



M EDEDEELINGEN 211

langrijkheid  v a n  de o c tro o iaan v rag e  zelf, doch ook op de m ogelijkheden die uit 
de u itv inding voortv loeien . A an g ev an g en  w o rd t bij het begin  v an  1946.

Openbaar gem aakt 15 M aart 1946:
O . A. 94730, kl. 2 l a 13, N .V . P h ilip s’ G loeilam penfabrieken —  H alfau tom atisch

opw ekken v a n  te legraafteekens. D e punten  en streepen  w orden  
opgew ek t door een re laxatiegenerato r, die trillingen opw ekt zoo- 
d ra  de seinsleutel één v an  de beide arbeidsstanden  inneem t. D e 
d rem pelw aarde v a n  een am plitudebegrenzer regelt de verhouding  
tusschen teekenlengte en tusschenruim te.

O . A. 91343, kl. 21a241c2. N .V . P h ilip s’ —  V erste rk e r m et scherm roosterbuis,
w elke een zeer breede freq. band, m et inbegrip  v a n  zeer lage 
freq. gelijkm atig versterk t. D im ensioneering v an  im pedanties in 
kathode- en/of scherm roosterleid ing en/of de gem eenschappelijke 
anode- en scherm roosterleid ing en v an  im pedanties in de anode- 
leidingen tusschen anode en uitgangsklem m en.

O . A. 95348 kl. 21a414h. N .V . P h ilip s’ —  V ers te rk e r v a n  am plitudegem odu-
leerde trillingen, voorzien  v an  tegenkoppeling , w aarb ij de gedetec
teerde u itgangsspann ing  in tegenfase op de am plitudegem oduleerde 
trillingen  w ord t gem oduleerd doo rd a t zij als voo rsp ann ing  aan  een 
parallel aan  de ingangskring  geschakelde diode m et lekw eerstand  
en condensato r w ord t toegevoerd .

O . A . 93147, k l.21a458e. N .V . P h ilip s’. —  Schakeling met een a p p a ra a t met ont-
ladingsbuizen  en een rese rv eap p araa t. Bij storing in het eerste 
a p p a ra a t w o rd t au tom atisch  op het re se rv eap p a raa t o v ergescha
keld, bij storing in het re se rv eap p a raa t w’o rd t autom atisch  te ru g 
geschakeld op  het 1ste ap p a raa t. D e overschakeling  gebeurt zoo 
snel, da t geen bedrijfsstoring optreedt.

0. A . 98017, kl. 21g l3cla . N .V . P h ilip s’. —  Ind irect te verh itten  kathode v oo r
een electrische ontladingsbuis. D oor bijzondere m ateriaalkeuze 
is de w arm teafleid ing  aan  de u iteinden v a n  de kathode zeer ge
ring en de verw arm ing  v a n  de kathode gelijkm atiger.

Openbaar gem aakt 15 A pril 1946:

O . A. 85685, kl. 21a49a. N .V . P h ilip s’. —  Inrichting  v o o r versterken  of opw ek
ken  v a n  trillingen  met zeer hoge freq. m et een looptijdbuis, w aarin  
een rechtlijn ige electronenbundel een aan ta l electroden passeert. 
E lectronensnelheid , a fstand  en lengte v a n  de electroden zijn zoo
danig gekozen, d a t de looptijd tusschen tw ee opeenvolgende elec
troden een oneven veelvoud  v an  den halven  trillingstijd  is.

O . A . 102863 kl. 21a429h. V a n  der H eem  N .V . —  R adio -on tvang toeste l, w a a r 
v an  de geneu trodyniseerde e indversterkersbu is in reflexschakeling 
tegelijk v o o r hoog- of m iddelfrequen tversterk ing  en  v o o r laag fre- 
quen tversterk ing  w o rd t gebruikt.
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O . A. 95141 kl. 21a475. N .V . P h ilip s’. —  E lectrisch  a p p a ra a t m et door spuiten
of gieten v e rv aa rd ig d e  verb indingsgeleiders, w aarb ij staafvorm ige 
condensatoren  in een isoleerende d raag p laa t zijn gestoken. De 
verb ind ingen  met de condensato ren  w orden  doo r het spuiten of 
gieten verkregen , terw ijl de condensatoren  tevens de geleiders 
v as t houden tegen de d raag p laa t.

O . A. 94451, kl. 21 g 13h 1. N .V . P hilips '. —  V ers te rk e r v o o r hooge frequenties
m et tw ee secundaire em issiebuizen, w aarb ij de ingangsketen  en de 
u itgangsketen  in balans zijn geschakeld.

O penbaar gem aakt 15 M ei 1946:
O . A . 101793, kl. 21g l3 d l. R adio  C o rp o ra tio n  of A m erica. —  W erk w ijze  to t het

v e rv aa rd ig en  v an  pom pstengellooze ontladingsbuizen.

O . A . 92839, wl. 21a429b. H azeltine C orpora tion . —  R adio -on tvangschakeling ,
w aarbij een au tom atische sterk teregeling  v e ro o rzaak t w o rd t door 
een tegenkoppeling  in de ingangsversterkersbu is, w elke tegen- 
koppeling geregeld w o rd t door signaalspann ing .

Mcdcdeclingcn
Verbond van Wetenschappelijke Onderzoekers.

D it verbond  streeft n a a r  versterk ing  v an  de m aatschappelijke positie v an  den 
w etenschappelijken  onderzoeker, n aa r de g roo tst m ogelijke ontplooiing  v an  het 
w etenschappelijk  onderzoek  en n a a r  de verd ieping  v a n  het m aatschappelijk  v e r
antw oordelijkheidsgevoel bij den onderzoeker, o p d a t de w etenschap  h a a r  hoogste 
rendem ent v o o r m ensch en sam enw erking zal bereiken.

H et is opgerich t 13 Juli 1946; het sec re ta riaa t is gevestigd  L angebrug  111 te 
Leiden, D r J. K orringa.

Vergaderingen
Nederlandsch Radio Genootschap.

75e Z ittin g  op V rijdag  11 O cto b er 1946, te 13.30 uur in het gebouw  v an  het 
Kon. Instituu t v a n  Ingenieurs, P rinsesseg rach t 23, ’s G rav en hage .

V o o rd rach t te houden door D r H . Brem m er, over het onderw erp:
„V o o rtp lan tin g  v an  R ad iogo lven  in verband  m et de inhom ogeniteit v a n  de 

aa rd a tm o sfeer” .

Verslag van het examen Radio-technicus en monteur, 
gehouden in Maart en Juni 1946.

H et schriftelijk exam en R adio-technicus en R adio -m o nteu r w erd  gehouden op 
29 M aart 1946. A angem eld  hadden  zich 52 cand idaten  v o o r technicus en 108 
v o o r m onteur. W e g e n s  onvoldoend schriftelijk exam en w erden  afgew ezen  13 
cand idaten  technicus en 9 cand idaten  m onteur, zoodat v o o r he t m ondeling ge
deelte w erden  opgeroepen  39 cand. technicus en 99 cand. m onteur, w elk  m ondeling
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exam en w erd  gehouden op  3~4~5"11H2 en 13 Juni 1946. 3 cand. m onteur w aren  
niet opgekom en.

A fgew ezen w erden  16 cand. technicus en 36 cand. m onteur, terw ijl 2 cand. 
m onteur v o o r een herexam en in aanm erking w erden  gebracht.

G eslaagd zijn in to taa l 23 cand. technicus en 55 cand. m onteur, benevens 
3 cand idaten  m onteur die een herexam en m oesten afleggen.
Geslaagd voor technicus:
J. v a n  Sandw ijk U trech t J. Kok H aarlem
J. R inkel A m sterdam G. J. W o u d en b erg Bussum
G. W . de V ries E indh oven J. A . de G ru y l H ilversum
E . de Boer A m sterdam H. v a n  t H of H ilversum
B. Peelen A m sterdam T h . M . W . V .  V elth o v en  Bussum
J. F. K uipers H ilversum D. Y p ey H ilversum
P. J. H ooym ans A m sterdam J. J. H o o g erv o rst B ennebroek
J. G. C oste r A m sterdam J. J. C. C ornelissen E indh oven
A. C. K illestein D en H aag W . G. H o rst H ilversum
A. M ühlbaum A m sterdam P. V isser Rijswijk
C. D. O uw eh an d G orssel M . A. Ram H ilversum
G. J. K am ps D ordrech t
Geslaagd voor monteur:
J. A . W e ste rh o u t U trech t D. J. Schram  Jr. V ian en
C . Sm its Gern er t J. de Jong H ilversum
J. A  S tellingw erf L eeuw arden F. A. v. Breem en Bussum
D. J. V lessert Z u tp h e n C. de V o s U trech t
T h . v a n  O nzen D en H aag E . Bosch Bussum
J. A. B arte le t T eg e len D. K leefstra O ldeboorn
M. S ch aap H ilversum A. H ey b o er A als t (W a a lre )
J. H . G. F rencken H elden C. A . W o rp C allan tsoog
A. S. A ndriesse E indh oven B. Pellen A m sterdam
F. W . v. H ouw eninge H ilversum D. A . B reurkes D en  H aag
T h . G roo tendorst W e e sp T h . A. M . V eeken Li mm en
J. P aes A m sterdam R. B. K oops S apperm eer
J. A. M . P ost R otterdam H . M eyer V eendam
J. B akker R otterdam E . H . B oiten V eendam
A. F. de Jong R otterdam D. D av idson A m sterdam
A. M . Schoor R otterdam E . J. Sm it A m sterdam
R. J. R. W e w e r D riebergen G. v. d. W a l H aarlem
J. J. v a n  den  R aad t V ijfhuizen J. B ierd rager E indh oven
J. v. Sandw ijk U trech t C. J. Schouten H arm elen
A. Reijnierse R otterdam C. B aas H ilversum
J. D. Schram V ianen A. H ag ed o o rn H uizen
R. T . K orvem aker B aarn F. V . F. M. Kenkel B aarn
H. G. T h . v. D ijk Bussum C. P. L. A lders H ilversum
C. de Jong B aarn A. H. v. Schaik  Jr V ree lan d
J. *Th. de Jong B aarn J. J. Steijn K ortenhoe f
J. H . H idden H ilversum L. T . M . R okebrand B laricum
H. B. T ru y en s L aren  (N .H .) M. v. d. V a lk A m sterdam
A. J. L odder H ilversum G. J. K ooym an A m sterdam
B. Peelen A m sterdam W . H . v. K esteren A m sterdam


