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S U M M A R Y

A fter a short in troduction , an analysis is given of the solutions of the 
equation y  - \-y  - f -  v j / 3 =  a COS (fix  T  describ ing the behav ior of a non
linear electric circuit w ith  a sinusoidal e.m.f. The existence ol periodic 
solutions, w ith  a fundam ental frequency being a subm ultiple of the gene
ra to r-frequency , is proved.

The period can be expressed as an elliptic in tegral in the event ol 
free v ib ra tio n s ; for forced v ib rations an extension ol this expression is 
given and the stab ility  of the solution is discussed w ith  respec t to the 
possible real values, one of the param eters can have. 11 the e.m.f. is 
varied  continuously, several jum p-phenom ena m ust occur in o rder to sustain 
a  periodic forced v ib ration  in a fundam ental or subharm onic irequency .

The differential equation is also considered, if the non-linear relation 
is extended w ith  an un restric ted  num ber ol odd pow ers ol y . In this 
case, the expression for the period becom es a hyperellip tic  function. I f  
sinh y is used instead  of a po w er series, again an elliptic function results.

A t last experim ents are discribed, being chiefly in accordance w ith  the 
preceeding m athem atical investigations, in pa rticu la r concerning the higher 
jum p-boundaries for la rger values of the e.m.f. O scillogram s of su b h ar
monic v ibrations w ith  a fundam ental frequency up to the 21st, are show n.

I i  lidding.
D e co n seq u en ties  v an  h e t n ie t- lm e a ire  v e rb a n d  tu sse n  de 

p h y sisch e  g ro o th e d e n  v an  e lec trisch e  c ircu its , op de zich d a a r in  
a fsp e le n d e  versch ijn se len , is re e d s  s e d e r t  geru im en  tijd  een 
o n d e rw e rp  van  o n d erzo ek  g e w e e s t in de e lec tro tech n iek .

In  1910 v e rsch een  een p u b lica tie  van  M a r t i e n s s e n  1), 
w a a r in  langs m ath em atisch e  w eg  g e tra c h t w e rd , h e t  k ip -v e r-
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schijnsel, d a t  o p tra d  in n ie t- lin e a ire  se riek rin g en , zoa ls  v o o r 
h e t e e r s t  w e rd  b esch rev en  d o o r  B é t h e n o d  2), te  v e rk la re n . 
N a d e rh a n d  w e rd  d it  p ro b leem  o.a. ook d o o r B i e r r a a n n s  3 ) en 
R ü d e n b e r g  4) t e r  h a n d  genom en.

D o o r  M a u d u i t  5) w e rd e n  in 1926, bij de b e s tu d e rin g  van  
de inv loed  van  een in sc h a k e ls to o t op een n ie t- lin e a ire  k ring , 
oscillogram m en v e rk reg e n , w a a ro p  su b h a rm o n isch en  van  de 
g e n e ra to r!re q u e n tie  w a re n  w a a r  te  nem en. E en  u itv o erig e  b e 
schrijv ing  o v e r deze o n d e rw e rp e n  is gegeven  d o o r R o u e l l e  6,
7, 8).

U it  deze tijd  s ta m t ook de m isle idende b en am ing  „ fe rro - 
re so n a n tie  , w a a rm e e  de m et h e t k ip p en  v e rb a n d  hou d end e  
v e rsch ijn se len  v ee la l w o rd e n  aan g ed u id .

F a l l o u  9) o n tw ie rp  een  !re q u e n tie d e le r , g e b a se e rd  op h e t 
c ircu it van  M a u d u it. O o k  h e t k ip v ersch ijn se l vond p ra c tis c h e  
to ep assin g , o .a. in re la is  v oo r co n tro le -sy s tem en , zoals te  v inden  
is in  a r tik e le n  van S u i t s  10 ) en T h o m s o n  1 1 ).

U a te r  w e rd e n  ook in a n d e re  n ie t- lin e a ire  c ircu its , die voo r 
de e lec tro -tec h n iek  van  b e lan g  zijn, k ip v ersch ijn se len  en su b - 
harm o n isch en  gevonden , b.v. d o o r  P e d e r s o n  1 2 ) in lu id - 
s p re k e r -s y s te m e n ; h e t p ro b leem  is d a a r  v an  e lec tro m ech an isch e  
a a rd . E e n  zee r u itg e b re id e  l i te r a tu u r  b e s ta a t  o v e r de zu iver 
m echan ische an a lo g ie  v an  deze versch ijnse len , b .v . de g ed w o n 
gen tr illin g en  v an  n ie t- lin e a ire  v e ren , b e h a n d e ld  d o o r d e n  
H a r t o g  13, 14). M e e r  a lgem ene n ie t- lin e a ire  m echan ische  
p ro b lem en  zijn u itg e w e rk t d o o r K r y l o v  en B o g o l i u b o f f  
15). V e rsch ille n d e  i te ra tie v e  m eth oden , die zijn to e g e p a s t  v o o r 
de b e n a d e re n d e  o p lo ssin g en  v an  de n ie t- lin e a ire  d if fe re n tia a l
vergelijk ingen , die bij deze p ro b lem en  een ro l spelen , zijn d o o r  
F r i e d r i c h s  en S t o k e r  16) b eh an d e ld .

In  de l i te ra tu u r , w a a r n a a r  h ie rb o v en  w e rd  v e rw ezen , w o rd t  
v rijw e l zo n d er u itzo n d erin g  h e t g ev a l b esch o u w d  v an  een k le ine  
a fw ijk in g  van  de lin e a rite it , w a a rd o o r  v ee la l de verge lijk ingen  
to t  een b ek en d  ty p e  k u n n en  w o rd e n  te ru g g e v o e rd . E v e n w e l 
kunnen  n ie t a lle , a a n  n ie t- lin e a ire  sy s tem en  in h a e re n te  e igen
sch ap p en  op een derge lijke  w ijze w o rd e n  v e rk la a rd . In h e t 
vo lgende is nu g e tra c h t, d o o r u it te  g a a n  v an  een m eer a lg e 
m ene o p ze t van  h e t p ro b leem , ook de, v o o r zo v er ons b ek en d , 
to t  d u sv e rre  o n b eken de  e ig en sch ap p en  v an  deze sy s tem en  n a a r  
v o ren  te  b reng en , n .1 . h e t o p tre d e n  v an  m ee rd e re  k ip g ren zen  
en de in s ta b ie le  en su b h arm o n isch e  tr ill in g s to e s ta n d e n  in de 
om geving d a a rv a n . O fsch o o n  de m a th em atisch e  b eh an d e lin g  zich
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m oeilijk le e n t to t  h e t  m ak en  van  num erieke  b en ad erin g en , la te n  
de ex o erim en ten  zich to ch  a a n  de h a n d  van  de b e rek en in g en

A.

b ev re d ig en d  v e rk la re n .
T e n s lo tte  w o rd t  een  besch rijv ing  gegeven v an  de ex p erim en ten , 

te rw ijl de re s u lta te n , w e lk e  h ierbij w e rd e n  v e rk reg e n , a an  de 
h a n d  v an  oscillogram m en w o rd e n  b esp ro k en .
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§ 1-
In  een vorige p u b lica tie  ]) w e rd  de m ogelijkheid  v an  h e t  o p 

tre d e n  van  su b h arm o n isch e  fre q u e n tie s  b esch o u w d  n a a r  a a n 
leid ing  van  een a ld a a r  o p g es te ld e  d iffe ren tiaa lv e rg e lijk in g . D eze 
b e sc h rijf t h e t g e d ra g  v an  een se rie sch ak e lin g  v an  een w ik keling  
op een fe rro m ag n e tisch e  k e rn  — w e lk  e lem en t dus een  n ie t
9  G. J. E lias T. N ed . R adiogen. X III  (1948) p. 37.
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lin ea ire  k a ra k te r is t ie k  b ez it — een c o n d e n sa to r  en een te  v e r 
w a a rlo z e n  w e e rs ta n d , te rw ijl  h e t  c ircu it o n d e rw o rp e n  is a a n  
een u itw en d ig e  em k.

N a  g es te ld  te  h e b b e n :
y  = 'F/'Po ; a = è co C!i0 ; p  =  co/co0 ; x  = t  ^  i0fC  F0 ,

w e rd  v o o r de m ag n etisch e  flux W de vo lgende vergelijk ing  v e r 
k reg en , w a a rb ij h e t n ie t lin ea ire  v e rb a n d  tu sse n  lF en i to t  u iting  
w o rd t  g e b ra c h t d o o r de te rm  v y \

I*  ̂ ^
+ ƒ  +  v y  — a cos (p x  4-99)

d x 2
H ie rin  zijn lF0 en i0 c o n s ta n te n , w a a rv a n  h e t q u o tië n t F0/i0 

b e p a a ld  w o rd t  d o o r de helling  van  de ra a k lijn  a a n  de lF  — i  krom m e 
in de o o rsp ro n g , w e lk  q u o tië n t a ls  coëfficiënt v an  zelfïnductie  
L  k a n  w o rd e n  gedefïn iëerd . V e rd e r  is oP0 L C  — \ f w a a rd o o r  
co0 gedefïn iëerd  is. T e n s lo tte  is co de g e n e ra to rfre q u e n tie , è de 
am p litu d o  v an  de u itw en d ig e  em k, te rw ijl  v een  k leine g ro o th e id  
w o rd t  v e ro n d e rs te ld .

E v e n a ls  v ro e g e r  k u n nen  w e in v o eren  zv — —— ,d x h e tg een  g e e f t :

w dw
dy

24- y  4- v y  — a cos {px  4- 99) .

N a  d iffe re n tia tie  n a a r  y  k an  de v a ria b e le  x  w o rd e n  geëlim i
n ee rd , w a a rd o o r  v e rk re g e n  w o rd t

,2 / ' , 3\2 , 2 / r/ 1 '2 2,2 2 ,2 /0 \p  (w w  4- y  4- v y  ) 4- w  (zvw 4- w  4- 1 4- 3  v y  ) = a p  • \ A) 
W e  s te llen  nu

w  = a o + a^y  + v /O
w a a r in  z  een functie  is v an  y .  Bij in vo ering  h ie rv a n  in (2) w o rd t  
v e rk re g e n  bij behoud  van  te rm en  m et de e e rs te  m ach t van  v 
a l le e n :

(p  +  4- fl-P) y  4- #0(1 4- ciP) 4- 2 v (1 4- ciP) 3 2P y \ y  +  -

Z4- (a0 4- a ^y  ) -----h 3 y
r f

2 , 24- v z  ( I 4- a2) = a p

In d ien  v — O — h e t lin ea ire  gev al — w o rd t  h ie ra a n  v o ld aan  
d o o r :
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2 , 2

P 4- — O a o = a p
( i  4- a2)

Is  v «  I, d an  k an  g es te ld  w o rd e n :
2 ,2

P +  ^2 — £ * =  / ? y  +  f «o = a p
( i  +  o

Bij invoering  h ie rv a n  in b o v e n s ta a n d e  verge lijk ing  en su b s ti
tu tie  v an  a2 — — p 2 in de m et e re sp . v ev en red ig e  te rm en  w o rd t  
h ie ra a n  v o ld a a n  d o o r :

ß = 4 / 6 v a,
i - 9 / 9 P  -  i

C = o ,

zo d a t

en ve rd  e r

,2 44 P y
i -  9 /

2 4^  =  «o +  «'aj' +  «4-k ’ (3)
w a a r in

a. -  p  +  é "4 = 4 /  *
i -  9 /

O p  deze w ijze w o rd t  een  o p lo ssing  v an  (1) v e rk re g e n , die 
zich a a n s lu it  bij h e t lin ea ire  geval. D o o r su b s titu tie  v an  in 
b o v e n s ta a n d e  u itd ru k k in g e n  v o o r aa en aa w o rd t  v e rk re g e n :

« o 1 - P  + 6 v a0

9 /  -  i
2 , 2=  a p  . (4)

D iffe re n ta tie  n a a r  a g e e lt :
dan l 2 6 vö0I -  p  4-da 9 P~ -  I

2 1 8 r  rt'o . ,-I -  /  + ---- ------- 1 -  2 ap .9 P ~ i

2 /  1 8 r  #0 \  da0 . ..H ie ru it  vo lg t, d a t  v o o r I —p  4-1---- --------) — O; -----  — oo bij\9  P — 1 / da
eindige w a a rd e  v an  a0 en a . A ld us w o rd t  de m axim ale w a a rd e  
v an  a b e p a a ld , w a a rb ij nog een op lossing  van  d it  ty p e  m oge
lijk is. E r  w o rd t  d an  v e rk re g e n :

tfo = (/  -  0  (9 /  -  o
18 V
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en v erd e r

p  -  I
£  —  1_______ 1 +  =  f  O - / )  ,

:odat
; ( / - 0 ( 9 / - i )  9 « V

i8 r 4 ( i  - / ) ”
D e zoeven bed o e ld e  w a a rd e  van  a w o rd t  dus gegeven d o o r

* 2/  * =  FT ( /  -  O ' ( 9 /  -  O . (5>
w a a rb ij m oet w o rd e n  o p g em erk t, d a t  w e e rs ta n d  en h y s te re s is  
g ro te  inv loed  op deze g re n s w a a rd e  h eb b en . D eze  w a a rd e  v o o r 
a is a ls  een  b e n a d e rin g  te  b esch o u w en , aan g ez ien  te rm e n  m et 
hogere  m ach ten  van  v v e rw a a r lo o s d  zijn. O o k  is deze m eth ode  
n ie t te  bezigen v o o r p 2 — I.

K en a n d e re  w ijze v an  b eh an d e lin g  — eveneens een b e n a d e 
rin g  — b e s ta a t  d a a rin , d a t  (3) g e su b s titu e e rd  w o rd t  in (2) en 
de g ro o th ed en  aof a2 en a4 b e p a a ld  w o rd e n  d o o r de coëfficiënten 
van  de opeenvo lgende m ach ten  y°, y 2 en y A gelijk nul te  s te llen . 
Z o d o e n d e  w o rd t  v o o r a2 de verge lijk ing  v e rk reg e n  :

/y,2 \ /  2 \ 6  Cl p  V(P +  O  (I + P  +  I o O  +  ------ P—  =  o ,
( I  +  tf2)

te rw ijl v e rd e r  :
(6)

2 , 2
Cl' a p

( I +  a2) 2 a4 = -  v P + 9**
i + p  +  i o a. (7)

W o r d t  in (6) in de fa c to r  I -f f 2 4- I o a2 g e s te ld  a2 = — p 2 , 
d a n  v e rk rijg en  w e een  d e rd e m a c h ts  verge lijk ing  in i -f a2 , die 
één of d rie  reëe le  w o rte ls  o p le v e rt, a l n a a r  gelang  de w a a rd e  
van  a, w a a rb ij de o v e rg an g  gevorm d w o rd t  d o o r  (5 ) .1)

V e rd e r  Jw orden bij deze wijze v an  op lossing  dezelfde  re s u l
ta te n  v e rk re g e n  a ls  in h e t g ev a l v an  § 1, a l th a n s  v o o r de
k le in e re  w a a rd e n  v an  p , w a a r to e  (6) b e p e rk t  is. S te llen  w e 
d a a r to e  in de fa c to r  I p 2 +  IO a2 , f 2 — I en a2 =  — p 2 — — I , 
d an  v o lg t :

(p 2 +  O  0  +  O 2 =  f  a f  V .
Is  nu f 2 — I 4 7] (?; <C<C i)  , d a n  v e rk r ijg t m en :

') Z ie  fig. p. 172.
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( i  H- a f  4- 7] ( i  4- a f  =  f  a p 2 v

w elk e  vergelijk ing  d rie  reëe le  w o rte ls  h e e ft v o o r 4  rj3 2 g a p  v' ~ , 
h e tg een  o v e reen k o m t m et (5), w a a r in  in de fa c to r  9 p 2 — l ,p  = I 
g e s te ld  is.

V o o r  7j = O , dus p 2 — I , w o rd t  v e rk re g e n  :

z o d a t

(1 +  a2) —
„ 2 \ 1/33j i v x

4

ao

§ 3.
U it  (6) kunnen  tw e e  op lossingen  v o o r a2 — en d aa rm ee  v o o r 

a0 — v e rk re g e n  w o rd en , die p h y sisch e  b e tek en is  h e b b e n ; van  
de a n d e re  tw e e  is e r, zoals v ro e g e r verm eld  w e r d 1), één, die 
lab ie l is, te rw ijl de v ie rd e  geen p h y sisch e  b e te k e n is  h ee ft, h e t
geen k an  w o rd e n  ingezien d o o r v =  O te  s te llen . V a n  de tw e e  
b ru ik b a re  op lossingen  s lu it de k le in s te  zich a a n  h e t  lin ea ire  
geval a a n  en w o rd t  nul v o o r a =  O , te rw ijl  de a n d e re , de zgn. 
„ g ro te ” op lossing  ook v o o r a — O eindig  is.

N u  za l bij de gebezigde b en ad e rin g , w a a rb ij a lleen  g eb ru ik  
g e m a a k t is van  (3) zo n d e r v e rd e re  m ach ten  v an  y 2, a ls  gevolg 
h ie rv an , de p e rio d e  v o o ra l bij de „ g ro te ” op lossing  a fw ijk en  
van  die van  de em k, te rw ijl  e r  to ch  zoals w e v e rd e ro p  zullen 
zien, een p erio d iek e  op lossing  m oet b e s ta a n  m et een p erio d e  
overeenkom ende  m et die van  de em k. T enein de  h ie ra a n  teg em o et 
te  kom en kun nen  w e w ed ero m  (3) bezigen  m et de u itd ru k k in g e n  
(7) v o o r de coëfficiënten a0 en a4, te rw ijl  a2 n ie t u it (6) w o rd t  
b e p a a ld , doch m et b eh u lp  van  de v o o rw a a rd e  v o o r de p e r io d i
c ite it.

Z o d o en d e  w o rd t  v e rk re g e n  :

2 /  dy\ 2 a f  2 v p 2 4  9 a2 4
w  =  h r  +  ---------- ^ ------------y >\ d x ) ( 1 4  # 2) 2 1 4  p  4 1 0  a2

w a a ru i t  v o lg t :
) Z ie  G. J. E lias, loc. cit. p. 43.
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x  -f C  —
d  y

2 ,2a p
( ï  +  a 2)

2 v p  +  9 a+ a2y --------- 7 ^
2 i +  p  +  i oa.

2 4y
S te llen  w e y  — q t , d an  w o rd t, d a a r :

2 . 2

a„ = a p
( ï  -h a2y

x  +  C  =  -4 = i -
d  t

I +  +  o  < f f -  -  ( 1 +  <*»)* ( /  +  9 a») 4/4*7 IJ 9 , 9 . 72 . 2 2 ƒ  ( i  +  ƒ  +  IOtf2)
w a a rv o o r  g esch rev en  k a n  w o rd e n  :

C  =  4 = <71
i ao j  ~ f )  ( i  - > è V )

w a a r in  :
r  ( i  +  O 2 ( /  +  9 a 2) 4

72 <?2/>2 ( i  +  f  -r IO tf2) 

te rw ijl  v oo r <7 de verge lijk ing  g e ld t:

7 - a2 i + p  + io  a. 2 . 22 ƒ> I -f p  +  IO <7,
* / + 9 ^ 2  r  ( i + f l a) ( / + 9 « a)

D e  g ro n d p e rio d e  b e d ra a g t :

(8)

(9)

X  = 4 q d  t 2 n
ia0J \ ( i  -  f) ( i  -  k2 p ( 10)

aan gezien  2 n\p  de p e rio d e  v an  de em k is. U i t  (10) k a n  nu de 
nog o n b ek en d e  g ro o th e id  <?2 en d a a rm e e  a0 w o rd e n  b e p a a ld , 
n a d a t  q u it  (9) is b e rek en d .

V o o r ci -> o w o rd t  u it (9) één  w o r te l  q v e rk reg e n , die nul 
w o rd t  v o o r a — o , w a a rv o o r  g e ld t

2 , 22 l a pq = a.
#2 0  4- aP) a.
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=  — p* , dus,

2 .2
ao = P

2v 2(I - / )
zoals te  v e rw a c h te n  w as, aangezien  w e nu im m ers h e t lin ea ire  
geval h eb b en  te ru g g ek reg en .

D e  a n d e re  w o rte l  q v o o r a — O w o rd t :

2 a2 I +  +  IO a2
v ƒ * 2 +  9 a2

A angezien  th a n s  q im ag in a ir w o rd t  (a2 <  o), m oeten  w e h ie r  de 
im ag inaire  p e rio d e  van  de functie  v an  Jacob i bezigen, n.1.

M e t  behu lp  van  de b ek en d e  u itd ru k k in g e n  h ie rv o o r ) v inden  w e

4 q ' In q . K  (q) - 71
P

indien
o 2 iP-ö a p  v Q = (i +  <?2)

te rw ijl

m et !& — — 16/p , hetgeen  vo lg t u it (8), w a a r in  I + a2 -» O . U it  
b o v e n s ta a n d e  u itd ru k k in g  v o o r g v o lg t een eindige w a a rd e  
v o o r g, z o d a t in d e rd a a d  i -b a2 -> O , a ls  a O .

§ ^ 2).
H e t  in h e t v o o rg aan d e  b eh an d e ld e  g e ld t de o n d e rs te  tw e e  

ta k k e n  v an  de a0 — a krom m e in b ijg aan d e  figuur, die w a t  deze 
b e tre f t ,  veel o v e reen k o m st v e r to o n t m et de figuur in de v ro eg ere  
p u b lica tie . V o o rd a t  w e v e rd e r  g aan , za l h e t b e s ta a n  w o rd e n  
a a n g e to o n d  v an  de „ g ro te ” op lossingen  v an  (1), w a a rv a n  in 
§ 3 sp ra k e  w as. T enein de  de m ogelijkheid  h ie rv a n  in te  zien, 
s te llen  w e in (1) y  =  v~l z u, w a a rd o o r  v e rk re g e n  w o r d t :

') Z ie hiervoor o.a. W h itta k e r  & W a tso n , M odern  A nalysis, 4e druk, 
1946, hoofdst. X X i en X X II.

2) V oor de beschouw ingen in deze p a ra g ra a f  zijn wij dank verschuldigd 
aan Prof. D r. N . G. de B ruyn.
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— +  u +  u =  e cos (p  x  4- cp) , (12)d  x
w a a r in  e = a v ^ . V o lg en s  een  b ek en d e  s te llin g  v an  P o i n c a r é 1) 
b e s ta a t  e r  een  op lossing  v an  deze vergelijk ing , die in de om 
geving van  e = O a n a ly tis c h  in e is. A an g e to o n d  m oet w o rd en , 
d a t  deze op lossing  p e rio d ie k  k a n  zijn.

a*

^  B2

L a a t  de p e rio d e  v o o r e = O gegeven zijn d o o r
71

/*
X  — 4 m d <P 2 ie n

)

2 CL 2I -+ a H-----cos cp
2

p
(13)

w a a r in  a de am p litu d o  is v o o r e =  O . V o o r  (12) m et e =  O k an
dun.1. gesch rev en  w o rd e n , a ls  w  = d x

dw  3z v ------ V u + u — o ,d u

of zv2 = ao 2 U u ----- z o d a t d x du
a o — u -----2 u 

2

T) H . Po incaré, A cta m ath. 13 (1890), p. 9.
P . Painlevé, Ene. d. M ath . W iss . II. Bd., 1 . 1 ,  § 4 a, p. 205.
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M e t u =  /? t w o rd t  v e rk re g e n

Pd x  — - = d t
1 a 0 V(i f )  ’

(14)

a ls f f  =  V I 4- 2 <?0 -  I , k 2 = -  ft* /  2 a 0 .
a 4

D e  am p litu d o  w o rd t  v e rk re g e n  u it a0 — ü ------=  O ,
dus u — y I -f 2 — I , z o d a t ft = ü . O o k  is 2 a0 — ( i  +  /?2)2 —
— i =  f? (2 H- / f )  . A n derz ijd s  k a n  v o o r (13) gesch rev en  w o rd e n , 
a ls  sin  op — t ,

X dt
/( i -  O  ( i -  k:‘ f )

w a a r inin k 2 = a
2 +  a

W e  zien onm iddellijk , d a t  be ide  u itd ru k k in g e n  v o o r k 2 m et 
e lk a a r  overeenstem m en , a ls  a — /?, d e rh a lv e  is a de am p litu d e . 

D a n  v o lg t ook  u it (14)

X  = 4 m a d t 2 n u
- 0 ( 1  - k ' t ' )  P

(15)

w a a r in  Jz — — a 4/2 , te rw ijl  a 2 =  ] I V 2 a0 — \ .
D e am p litu d o  a g e ld t nu v o o r e = O . Z ij v o o r e ^  o de o p 

lossing  v an  (12) y  — G (b, e, 99, ;r) , w a a r in  b de w a a rd e  v an  
zij v o o r x  = O , w e lk e  w a a rd e  w e a ls  een  m axim um  aan nem en . 
D a n  g e ld t dus

G(b,t,<p, o) = t> ; ( —  \ = 0 .
\ d  X 1 Ef q>t o

B e s ta a t  e r  een p e rio d e  X , d a n  m oet g e ld e n :

G (b, e, 99, X )  = b dG
d x

=  O .
b, e, cp, X

A angezien  X  een  c o n s ta n te  g ro o th e id  is, k a n  g es te ld  w o rd e n
G (b, e, (p, X )  = f  (.b, e, 99) ,

dG
d x = g(b>£><p) •

b, e, (f, X
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D a n  is f  (b, e, cp) — b en g (p t £, cp) — O. U it  de la a ts te  v e rg e 
lijking v o lg t b — P  (e, cp), w a a ro p  de e e rs te  verge lijk ing  g ee ft
f { p  («> <p)>«. 9 }  =  p  («> 9 ) - z o d a t cp een functie  v an  e m oet zijn. 

V o o r ts  is ƒ  (a,o. cp) =  nen ^  o, = o , z o d a t =  P  cp)
D e  verge lijk ing  b =  ƒ> (6, 99) g ee ft nu, aan gezien  de op lossing  

in de om geving v an  e — O a n a ly tis c h  is,

b = P  (o, cp) +  e (—  +\ Ö£
dP  d P  d  cp\

dep * d eJe=o +

du:

b a +  e d P----+d e
dP  dep' 
d cp d£ , +

H ie rm ee  is dus h e t b e s ta a n  van  een p e rio d iek e  op lo ssin g  
aa n g e to o n d  m et am p litu d o  b, die in h e t a lgem een  zal v ersch illen  
van  de am p litu d o  v o o r e = o.

In  (13) re sp . (15) is 11 de ra n g o rd e  d e r  su b h arm o n isch en , m 
die van  de b o v en h arm o n isch en  van  de fre q u en tie  d e r  em k.

§ 5 -
Teneinde nu een op lossing  v an  (12) te  v e rk rijg en , g aan  w e op 

so o rtg e lijk e  wijze te  w e rk  a ls  in h e t v o o rg a a n d e  geval, doch  b e 
schouw en  nu n ie t p~ -b <?2 a ls  een  k leine g ro o th e id , doch I + a2 . 
U it de verg . (12) v e rk rijg en  w e th a n s  n a  e lim inatie  van  x, a ls

duw  = —  , dx
p ( w w  +  u +  u ) +  zv(ww + 1 + 3  (16)

H  ierin  s te llen  w e zv2 — a0 -b <?2 u* 4- z  , w a a r in  z  een functie  
van  7C is. O p  die w ijze v e rk re g e n :

(p 2 +  (I +  a X  U + aQ(i +  a X  +  2 ( 1  +  P   ̂ u +  - \  +•

+  («o +  u )  (— +  3 u z+ (aQ +  a2 u +  z) [ -----b 3 u \ -b
/ /

+  p  I U -h
<7' \  2 .6 2 . 2+  z  (1 -b <?2) + 2 z  (\ -b <?2) ( -----b 3 u ) =  a p ‘ v .

W e  s te llen  h ierin  aQ (1 b <?2) =  a p~ v , w a a ru it  v o o r I -b n2 =  O 
a lleen  een eindige w a a rd e  van a0 r e s u lte e r t ,  ind ien  a — O. W o r d t
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nu I -f- a2 a ls  een  kleine g ro o th e id  besch o u w d , dan  v o lg t u it

ob o v e n s ta a n d e  vergelijk ing , d a t  u +  z  /2 v an  de o rd e  v an  I -I- a2 
is, z o d a t g e s te ld  k an  w o rd e n
z  =  -  2 +  2 ( 1 +  a2) £' of w e l z  — — ?;4/2 +  2 (1  4- # 2) £ ,
w a a r in  £ een fu n tie  van  u zal zijn. Bij invo ering  h ie rv an  w o rd t  
v e rk reg e n  n a  deling  d o o r (1 4- :

( p 1 +  aP) iit 2 ( / « r  +  (tf0 +  «2) +2 V C.w'l

a0 + a2u ---------h 2 ( i +  2) £ r  + / r  +  2 ( 1  + o £ - - +

4- 2 1 2 ( 1  4- ^ 2) £ -----l 2
'4  =  o  .

H  ie ra a n  zal v o ld aan  kunnen  w o rd e n  d o o r
£  =  Co +  ( 1  +  <?2)  £ 1  +  ( 1  +  ^ 2)  £ 2  +

w a a rb ij v o o r £0 g e ld t :

(p 2 -  I ) u + 2 { P~ uCo + (p0 -  u )  Co) - t [a0 —\ 2 uu — _ C 2o +

2 5. 2+ P Co 2/ 4 >u £0 = 0 .

O p  deze w ijze k an  -S’ in de om geving v an  a2 = — 1 a ls  een 
a n a ly tisc h e  functie  van  1 4 - w o rd e n  o n tw ik k e ld . N a a rm a te
a p  k le in e r is, zal a2 m in d er v an  — I v e rsch illen  en za l de 
re e k s  m et m in d er te rm en  kun nen  w o rd e n  b e n a d e rd .

V o o r  a p 2 v =  O (v ^  o ) k a n  g es te ld  w o rd e n
w 2 — a0 — u — uA! 2 . (17)

D  eze u itd ru k k in g  k an  ook onm iddellijk  u it (16) w o rd e n  v e r 
k reg en . V o o r  a p 2 v =  O w o rd t  a a n  deze verge lijk ing  v o ld aan  
d o o r w w  4- u 4- u — O , dus w 2 =  a0 — u — u4/ 2.

V o o r  a p 2 v -zé o w o rd t  a a n  (16) v o ld aan  d o o r 4- u 4-
4- u — a W 2 =  g , dus w 2 = aQ — u2 —\ ua +  2 e u . (18)

§ 6 *

I e r  op lossing  van  (1) zu llen  w e de beide h ie rb o v en  u ite e n 
g eze tte  m ethoden  kunnen  bezigen.
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V o o r  een em k nul g e ld t v o o r de p e rio d e  verg . (13) re sp . (15). 

A l n a a r  ge lang  v an  de w a a rd e n  v an  m  en n zijn e r  v e rsc h il
lende m ogelijkheden, w a a rb ij te lk e n s  de w a a rd e  van  de am p li
tu d o  (en m ede van  a0) een  a n d e re  za l zijn. M e t m — I en =  I 
v o lg t u it (13) de w a a rd e  van  de am p litu d o  (en ook v an  a0), 
a fh a n k e lijk  van  p* > te rw ijl  te lk e n s  +  I = o . E c h te r  is ook 
een  op lossing  van  h e t in § 1 b eh a n d e ld e  ty p e  m ogelijk, w a a rb ij 

+  p* — o , te rw ijl v e rd e r  y  — a /(l — p~) en a0 = a p 2/([  — p 2)2 . 
T e lk en s w o rd t  v o o r m  =  n d eze lld e  am p litu d o  v e rk reg en .

D e  in te g ra a l in (13) is s lech ts  voor a — o gelijk a a n  n f2 ; 
v o o r eindige w a a rd e  van  a e c h te r  <Ctt/ 2 en w e l des te  k le in er, 
n a a rm a te  a g ro te r  is. D e rh a lv e  zal bij m — n en p  — I slech ts  
d o o r a = O a a n  (13) k u n n en  w o rd e n  v o ld aan . Is  p  <C I , d an  
zou rn^> n m oeten  zijn (zie h ie ro n d e r). Is  p^>  I ,  doch v e rd e r  
p  ~  I , d an  k a n  m et m  =  n a a n  (13) d o o r een eindige w a a rd e  
v an  a w o rd e n  v o ld aan . Bij g ro te  w a a rd e  van  p  zal zulks ev en 
eens h e t gev a l zijn, zelfs ook  v o o r n m  .

Zij de in te g ra a l in (13) gelijk a a n  n fjcj2 , d an  v o lg t u it (13)
rn ju =  n/p  , (19)

w a a r in  voo r reëe le  am p litu d o  s te e d s  I . D e  p e rio d e  b e d ra a g t  
nu 2 ui m ju ; d it  za l de p e rio d e  van  y  zijn. H o g ere  h arm o n isch en  
h ie rv a n  h eb b en  de p eriod e  2 n m ja/m' . N u  za l energ ie  w in s t 
m et b eh u lp  van  de em k a lleen  m ogelijk zijn, ind ien

2 Ti m film ’ — 2 njp  ,
d a a r  2 7ijp de p e rio d e  is v an  de em k. H ie ru it  vo lg t jti = m 'lm p  . 
M e t  beh u lp  van  (19) w o rd t  d a n  v e rk re g e n  m' =  n . W e  kunnen  
2 Ti f,i de g ro n d p e rio d e  noem en. Is  m  =  n , d an  v a lt  de p e rio d e  
v an  de em k m et de g ro n d p e rio d e  sam en. A angenom en  k a n  
w o rd en , d a t  deze to e s ta n d e n  een g ro te re  m a te  van  s ta b il i te i t  
zullen  b e z itte n  d an  die, w a a rb ij ni -jt n , in w e lk e  g ev a llen  de 
en e rg ie lev erin g  g esch ied t a a n  een hogere  harm o n isch e  fre q u en tie  
v an  een su b h arm o n isch e  v an  de g ro n d fre q u e n tie . In  v e rb a n d  
m et de ra d ia le  sy m m etrie  van  de ¥  — i  k a ra k te r is t ie k , zu llen  
de g e ta llen  m  en n oneven  zijn.

§ 7.

In d ien  de em k n ie t nu l is, k u n n en  de a0 — a k rom m en v e r 
k reg e n  w o rd e n  m et b eh u lp  v an  één d e r  m eth o d en  v an  § 5. Bij 
k le in e re  w a a rd e n  v an  a p 2 v k a n  a ls  een  e e rs te  b e n a d e rin g  (17)
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w o rd e n  gebezigd. Bij invoering  h ie rv a n  in (16) k un n en  de g ro o t
hed en  aQ, ci2 en a4 w o rd e n  b e re k e n d  u it h e t nu l s te llen  v an  de 
coëfficiënten v an  y°, y 2 en y 4, zoals re e d s  in § 1 is u iteen g eze t. 
D  aa rb ij w o rd t  I a2 a ls  een  k leine g ro o th e id  b esch o u w d . O p  
die wijze w o rd t  de b o v en ste  ta k  v an  de a fg eb ee ld e  krom m e 
v e rk reg e n . O m  h e t v e rd e re  v e rlo o p  van  de krom m e v o o r g ro te re  
w a a rd e n  van  a p 2 v te  v e rk rijg en  is e c h te r  zee r b e z w a a rlijk .

O o k  k un nen  w e g eb ru ik  m aken  van  (18). M e t  b eh u lp  h ie r 
v an  w o rd t  bij k leine w a a rd e  van  £ v e rk reg e n , na (18) to t  een  
b iq u a d ra tisc h e  g e d a a n te  h e rle id  te  h e b b e n 1).

I +
2

£

0  +  2 a0) ] i + y i  + 2 ae

w a a rin

)/ i -  /  i +  2 a0
J  'I I +  y I +  2 aQ

2 £I —( 1 + 2  O 3/2

V e rd e r  is

ƒ> • V i + 2 a0 . t lU — -------------------------I + e f 2 tt ( I +  2 a0)

w a a r in  :

ƒ* = i  I +  2 a0 - 1 ƒ 2 e ï x  + c
1 + 2  a0 I ( l + 2 « 0)3/2J / ,

a ls

A 4  m d t
J  |/(i -  O  ( i -  fi f )

M e t b eh u lp  v an  deze u itd ru k k in g e n  w o rd t  h e t verloop  d e r  
krom m e in h e t (aQ, a2)-v lak  v e rk re g e n  in de om geving v an  h e t 
p u n t m — n v o o r a = O . D i t  v e rlo o p  w ijk t enigszins a f  van  
d a t  in de figuur op blz. 172 in h e t v o o rg aan d e , h e tg een  h e t 
gevolg is van  h e t fe it, d a t  bij deze la a ts te  de p e rio d e  zich lang s

‘) Z ie W h itta k e r  & W a tso n , loc. cit. pp. 513, 514.
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de kromme wijzigt tengevolge van  de gebezigde benadering 
(zie § 3 ), te rw ij l  hier de periode constant blijft, zolang m en n 
dezelfde w a a r d e  behouden.

Bij toenemende w a a r d e  van  a~ zal de kromme m — 71 stijgen, 
doch bij een zekere w a a r d e  van  a  v e ra n d e rt  het verloop. H e t  
blijkt n.1., d a t  vo o r  zeer grote w a a r d e  van  de emk (w aarb i j  e 
ook niet langer klein is, doch groot), de w a a r d e  van  a0 im agi
nair  w ord t.  E r  moeten d erh alve  een oneven a a n ta l  punten zijn, 
w a a r  de kromme om keert en de raak li jn  v e r t ic a a l  w o rd t .  Bij 
toenemende w a a r d e  van  a moet dus de toestand  overspringen  
op een andere kromme, b.v. m =  3 ; n =  1 o f  m — 5 ; n =  3, indien 
op deze kromme een reëele  w a a r d e  van  a0 b estaat .  o ?  l a a t s t 
genoemde krommen zal de toestand  minder stab ie l  zijn (zie § 6). 
E c h te r  is op deze la a ts te  krommen een reëele  w a a r d e  van  a0 
ook niet o v e ra l  mogelijk. Bij ve rd e re  toeneming van  a  zal d e r 
halve  de toestand  w e e r  op een andere  kromme moeten o v e r 
springen. G e e f t  de kromme m =  n v o o r  die w a a r d e  van  a 2 een 
reëele  w a a r d e  van  a Qf dan zal het mogelijk zijn w e e r  op die 
kromme terug  te springen, w a a r  de toestand  stab ie l  is. Bij 
v e rd ere  verhoging van  a  zal de kromme m — n w e e r  ver la ten  
moeten w o rd en  en treden minder stabiele  toestanden op. O p  
deze wijze zullen gebieden van  grotere  en geringere stab il ite it  
elk a a r  a fw isse len ,  zoals in d erd aad  w o r d t  w aargenom en. D a a r 
bij kunnen in b ep aa ld e  intervallen , w a n n e e r  n^> I, subharm o- 
nischen optreden. H e t  telkens overspringen  van  de ene w a a r d e  
van  m op een andere, k an  a ls  „k ip p en ”  w o rd en  aangem erkt.

B o v e n sta a n d e  beschouw ingen zijn met name van betekenis, 
indien p  w ein ig  g ro ter  dan de eenheid is. V o o r  p  1, doch 
9 f  -  i >  o , is er  slechts één oplossing van  (1) ,  indien de keten 
w e e rs ta n d s lo o s  is en de h y ste res is  w o r d t  v e rw a a r lo o s d ,  a a n g e 
zien dan niet meer vo ld a an  kan  w o rd e n  aan  (5) (bij ketens 
met w e e rs ta n d  is p  <C 1 ook mogelijk). E r  b e s ta a t  dan d erh alve  
geen „g ro te ”  oplossing, zodat in verb an d  met het voorgaan d e  
ook geen subharm onischen mogelijk zijn.

Is  p  w ein ig  g ro ter  dan I, b.v. < 2 ,  dan vo lgt  uit ( 19), d at  
v o o r  n — 3 (derde subharm onische) minstens 771 — 3 moet zijn, 
hetgeen zoals w e  zagen, pas  mogelijk is na tw ee-  o f  meermalen 
„k ip p e n ” , d.w.z. bij grote w a a r d e  van  de emk.

Is  d aaren tegen  / »  I , dan k an  b.v. de 5e o f  7e harm oni
sche optreden bij 771 — 71 , dus op de kromme, die na éénm aal 
kippen b ere ik t  w o r d t ; de hiertoe nodige emk is echter groot 
op grond van  (5). Bij ver lag in g  va n  de emk blijven w e  vóór
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h e i te ru g k ip p e n  op de krom m e vi — n en k u n nen  de su b h arm o - 
n ischen  nog bij lage w a a rd e n  van  de em k w o rd e n  w aarg en o m en . 
Z o a ls  w e v e rd e ro p  in § 15 nog zullen zien, is een en a n d e r  in 
h o o fd zaak  in overeenstem m ing  m et h e t exp erim en t.

In  vele gev allen  w o rd t  bij /  » I  n a a s t  een zek ere  su b h a r-  
m onische, de d e rd e  bov enharm o n isch e  van  die su b h arm o n isch e  
w aarg en o m en , b .v . n a a s t  de 15e of 21e su b h arm o n isch e , de 5e 
re sp . 7e su b h arm o n isch e . D a n  k a n  bij n — 15 re sp . 21 m — 5 
re sp . 7 zijn. U i t  (19) vo lg t d an , d a t  de am p litu d o  v an  de 5e 
re sp . 7e sub h arm o n isch e  veel g ro te r  is d an  die van  de 15e 
re sp . 21e. O o k  d it  s te m t m et h e t ex p e rim en t overeen .

Bij g ro te  w a a rd e  van  p  zal, zoals u it (5) b lijk t, de em k v o o r 
h e t e e rs te  k ip p en , dus om op de krom m e fn =  n =  I te  kom en, 
g ro o t zijn, z o d a t de su b h arm o n isch en  bij con tinue o pvoering  
v an  de em k n ie t gem akkelijk  te  v e rk rijg en  zullen  zijn. Z e  zullen 
b e te r  v e rk reg e n  w o rd e n  d o o r p lo tse lin g e  im pulsen , b .v . v e r 
k reg en  d o o r h e t bij con tinue v e rlag in g  van  de em k, snel p a sse re n  
v an  de „kn ie" van  de XF  — i  krom m e, of bij h e t p lo tse lin g  in 
sch ak e len  v an  een zek ere  em k.

§ 8.

In  d it  v e rb a n d  k an  nog o p g em erk t w o rd e n , d a t  e r  in d it  
n ie t-lin ea ire  gev al geen sp ra k e  is van  re so n a n tie  in de gew one 
zin. N em en  w e aa n , d a t  de em k c o n s ta n t is, doch  cd v a r ie e r t . 
W e  zullen h e t v erlo o p  v an  a 0 bij c o n s ta n te  em k doch v a ria b e le  
w a a rd e  van  cd n ie t in b ijzo n d erh ed en  u itee n ze tte n , doch v o ls ta a n  
m et h e t nav o lg en d e . V o o r  cd =  co0 , dus p  — I ,  w o rd t  a 0 gegeven 
d o o r  de in § 2 verm elde  w a a rd e . Bij toen am e v an  cd neem t a0 
toe , to td a t  bij een  zek ere  w a a rd e  v an  cd tw e e  p h y sisch  m oge
lijke w a a rd e n  v an  a 0 o p tre d e n  (de d e rd e  is lab ie l). D e  g ro o ts te  
w a a rd e  v an  aof de v o o rtz e ttin g  v an  h e t zoeven verm elde  verlo o p  
v a n a f  p  — 1 , b lijft toenem en , to td a t  bij een  zek ere  w a a rd e  van  
cd deze ta k  om buig t en a 0 te ru g v a lt  op de k le in s te  w a a rd e , die 
d a n  bij v e rd e re  to en am e van  cd h e t v erlo o p  van  a 0 w e e rg e e ft. 
E r  t r e e d t  op de b o v en ste  ta k  een flauw  m axim um  v an  a 0 op, 
k o r t  v ó ó r h e t te ru g v a lle n  op de o n d e rs te  ta k , doch h e t gehele 
v e rlo o p  w ijk t s te rk  a f  van  de reso n an tiek ro m m e in h e t lin ea ire  
geval.

§ 9 .

In  § 1 en de v e rd e re  besch o u w in g en  w e rd  h e t n ie t-lin ea ire
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v e rb a n d  tu sse n  lF  en i v o o rg es te ld  d o o r s lech ts  tw e e  te rm en  
van  een m ac h treek s . D i t  za l h o o g sten s vo ldoende zijn v o o r b e 
tre k k e lijk  lage w a a rd e n  van  de m ag netische  ind u c tie  in h e t 
m ag netisch  c ircu it.

M e e r  a lgem een  k an  in p la a ts  van  (1) w o rd e n  g es te ld
d y— 1 +  F  (y )  =  a cos ( /  X  4- cp) , 
d  x

(21)

w a a r in  o n d e r F  (y)  een  é é n w a a rd ig e  functie  w o rd t  v e rs ta a n . 
O p  een derge lijke  w ijze a ls  in § 4, k a n  d a n  w o rd e n  aan g e to o n d , 
d a t  a a n  (21) een p e rio d iek e  op lossing  vo ld oet, zo lang  a n ie t te

d )'g ro o t is. W e  k un nen  d an  w e e r  s te llen  —  =  w  .d x
N a  e lim in a tie  van  x  w^ordt v e rk re g e n

p 2 {u> w ' +  F  ( f ) Y  +  W2 {w  w"  +  iv '2 +  F  O )} 2 =  a p 1, (22)
w a a ra a n  v o ld aan  w o rd t  d o o r

dus vu
hetg een  g ee ft

x  y  c —

w  w  + F  (y ) = a ,
=  a0 — 2 J F ( y )  d y  +  2 a y (23)

d y
]/ a0 -  2 J F  (y ) d y  + 2 a y

S te llen  w e F ( y )  = y  + a3y '  +  a5y  + ................ +  a2U + 1y 2/l + ] + ____,
w a a rb ij de re e k s  zo v er k a n  w o rd e n  v o o rtg e z e t a ls  v o o r de 
v o o rs te llin g  van  de B -H  k rom m e g e w e n s t is. D a n  w o rd t

Bij invo ering  v an  y  =  qt en

d y
ci v ̂  ci v2 ̂ + 2. u2n + i y1 • • • • I "3 n + i
a = O w o rd t  v e rk re g e n

- f ___4-2 a y

w a a r in  de g ro o th ed en  k \ , k \ , ............ ... /t2„ +.............. < o  zijn, a a n 
gezien a 3, a s .  , ö'2„ + I , ..  O ; a lth a n s  v o o r de W
krom m e.
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V o o r ts  w o r d t :
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( x  +  t) , , k2 n + i y •

V o o r  k 5 , . . .  , k<2n +1 , . • • =  O re d u c e e r t  de functie  zich to t  die van  
Jacob i.

D e  p e rio d e  is gegeven d o o r

S te llen  we

d t
( I k-1 n + X t ) • • • •

=  2 71 fl  ,

dan  k o m t e r  ev en a ls  v ro eg e r m /ut =  7/// (19). S te e d s  zal zijn fx I .
E v e n a ls  in § 7 w o rd e n  th a n s  in h e t a0 -  tf2-v lak  krom m en 

v e rk reg en , w a a ro p  te lk e n s  ui en n zek ere  w a a rd e n  heb ben . 
E c h te r  zijn deze krom m en n ie t m eer te  b e rek en en , aangezien
w e te  m ak en  heb ben  m et h y p e r-e llip tisc h e  in teg ra len .

D e  h ie r  b esch rev en  op lossingen  zijn a a n  te  m erken  a ls  ,,g ro te
op lossingen . E c h te r  zu llen  e r  in h e t m eer algem ene gev al ook 
op lossingen  zijn, die nu l w o rd e n  v o o r a — o y dus van  h e t k a r a k 
te r  van  de in § 1 b eh an d e ld e . H e t  le v e r t  geen m oeilijkheden 
op de vergelijk ing  (1) te  d ien  einde m et m eer m ach ten  van  y  
v o o rt te  ze tten . V e e l m ach ten  zijn h ie rto e  n ie t nodig, aangezien  
h e t  de „ k le in e ” op lossingen  b e tre f t .

§ io.

O o k  k an  in (21) v oo r F (y)  w o rd e n  in g ev o erd  sinh y , w a a r 
d o o r v e rk re g e n  w o rd t, a ls  a = o ,

x  +  C  —
dy

| a0 — 2 cosh y
M e t t — sin j y j 2  w o rd t  d it  :

x  +  C  —
d t

j f a 0 1  2 J  l ( i  -  ( i  -  k ' f )
a ls  k 2 = — 4 /(ä0 — 2) .



182 Trillingverschijnselen in niet-lineaire circuits
V o o r  een reëe le  p e rio d e  za l zijn :

iik
dt

( i  - 7 ) ~ ( T - ~ ¥ 7 )
S te lle  n w e w e e r  :

2 71 n
P

f

d an  v e rk r ijg t men w e e r  b e tre k k in g  (19) : m ju =  nip , w a a r in  ju <  i .
W o r d t  a02 , d an  is /u ->I , te rw ijl  v o o r — 2 ->• oo , |/£| -> o 

v e rd e r

ju —> —71
2 In 4 (aQ -  2)

\ «o -  2

D e rh a lv e  is o <C /i <C I , z o d a t e r  dus bij m — n en p  I s te ed s  
een w a a rd e  van  a0 te  v inden  zal zijn, die a a n  (19) v o ld o e t. 
D eze op lo ssing  za l a a n  te  m erken  zijn a ls  een  ,,g ro te ” oplossing . 
Bij a n d e re  w a a rd e n  v an  m  en n b e h o o rt v o o r zo v er m ogelijk 
een a n d e re  w a a rd e  v an  ciQ . D i t  a lles  g e ld t v o o r ct =  o .

Is  aP> o ,  d an  zullen krom m en in h e t a0 — <V-vlak v e rk reg e n  
w o rd en , w a a rb ij ev en a ls  in h e t vorige geval, de m ogelijkheid  
v an  ,,k ip p en  za l b e s ta a n , te rw ijl e r  eveneens su b h a rm o n isch en  
k u n nen  o p tre d e n . E c h te r  k an  de d esb e tre ffe n d e  in te g ra a l

d y

\a 0 — 2 cosh  y  |  2 a y
n ie t v o o r w illek eu rig e  w a a rd e  van  a w o rd e n  b e rek en d .

D e  ,,k leine oplossing , die v o o r a — O de am p litu d o  nul h ee ft, 
k an  w o rd e n  v e rk re g e n  d o o r cosh y  in een re e k s  te  o n tw ik k e len  
m et m edenem ing v an  s lech ts  enkele  te rm en  en d an  te  w e rk  
gaan , zoals in § 1 is u iteen g eze t.

§ 1 1

W e r d  in h e t v o o rg aan d e  h e t  o p tre d e n  v an  k ip v ersch ijn se len  
en su b h a rm o n isch e  tr i l l in g s to e s ta n d e n  in een a a n  een p e rio d iek e  
s to rin g  o n d e rw o rp e n  n ie t- lin e a ir  c ircu it, aan nem elijk  g em aak t, 
th a n s  zal een  beschrijv ing  w o rd e n  gegeven  van  de ex p e rim en ten  
en de re s u lta te n , die d a a rb ij a a n  de d ag  tra d e n .

A angezien  h e t o n d erzo ek  g e ric h t w a s  op h e t v e rk rijg en  van
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inzich t in de zich a fsp e len d e  v ersch ijn se len  in deze n ie t-lin ea ire  
tr illm g sk rin g en , w e rd  in e e rs te  in s ta n tie  v an  q u a n tita tie v e  m e
tin g en  afgezien  en zu llen  onze m ededelingen  v an  zu iv er q u a lita -  
tieve  a a r d  blijven. H e t  za l d a a rb ij b lijken , d a t  in h o o fd zaak  
de in h e t  v o o rg aan d e  lang s th e o re tisc h e  w eg  gevonden  conclu
sies, d o o r de ex p erim en ten  w o rd e n  b ev estig d .

D e m etingen  w e rd e n  v e r r ic h t a a n  een c ircu it, b e s ta a n d e  u it
een se rie sch ak e lin g  v an  een, a ls  lin e a ir  te  b esch ou w en , c a p a c ite it
en een op 1 e rro m ag n e tisch e  k e rn  g ew ik k e ld e  en d e rh a lv e  m e t-h n e a ir
w e rk e n d e  sm oorspoel. D eze  k rin g  w a s  v ia  een re g e ltra n s fo r -
m a to r  a a n g e s lo te n  op h e t 50 p e rio d e n n e t, w a a rd o o r  de sp an n in g
op h e t c ircu it con tinu  v a n a i nul kon  w o rd e n  g e v a rie e rd . D e
flux lF  van  de spoel ko n  w o rd e n  w a a rg en o m en  op h e t scherm
van  een k a th o d e s tra a lo s c il lo g ra a f , n a  in te g ra tie  v an  de spoel-
sp an n in g  m et b eh u lp  v an  een /v C -in teg ree rc ircu it. T en e in d e  de
vorm  v an  de stroom krom m e te  k u n n en  b e s tu d e re n  w e rd  nog

•een k leine w e e rs ta n d  R  opgenom en, w a a ro v e r  een sp an n in g  
w e rd  v e rk re g e n  ev en red ig  m et de s tro o m s te rk te  2. S tro o m  en 
flux w e rd e n  zow el ie d e r  a fzo n d erlijk , a ls  ond erlin g  g eco ö rd in ee rd  
w aarg en o m en , in w e lk  la a ts te  gev a l de m et de h y s te re s is lu s  v e r 
g e lijk b are  !P — i  krom m e o n ts to n d .

§ 1 2

H e t  is geb leken , d a t  h e t a l oi m e t o p tre d e n  van  -su b h arm o - 
n ischen  v an  de g e n e ra to rfre q u e n tie  in de flux en stro om , in 
s te rk e  m ate  a fh a n g t van  de a a rd  van  h e t k e rn m e ta a l. H e t  gun
s tig s t v o o r h e t te  voorsch ijn  ro ep e n  van  de su b h arm o n isch en  
b lijk t te  zijn een m a te ria a l, w a a rv a n  h e t lF  — 2 v e rb a n d , a lth a n s  
bij g ed ee lten  in s te rk e  m ate n ie t- lin e a ir  is. D it is o.a. h e t geval 
bij /^-m etaal, d a t  aan v an k e lijk  een b e tre k k e lijk  lin e a ir  verlo o p  
h e e f t  w a a rn a  een vrij sch e rp e  knie vo lg t, die o v e rg a a t  in een 
min of m eer lin e a ir  verzad ig in g sg eb ied . H e t  /^-m etaal h e e ft b o 
ven d ien  een, in vergelijk ing  m et gew one q u a lite ite n  tra n s fo rm a -  
to rb lik , veel g erin g ere  h y s te re s is .

V o o r de re a lis a tie  v an  h e t k ip  versch ijnse l b lijk t een  ve el g e 
rin g e re  n ie t- lin e a r ite it  te  zijn v e re is t, z o d a t d a a rv o o r  k a n  w o r 
den  v o ls ta a n  m et gew oon  b lik .

A angezien  h e t van  b e lan g  b leek , h e t  o p tre d e n  v an  s u b h a r 
m onischen  in v e rb a n d  m et de k ip v ersch ijn se len  te  on d erzo ek en  
(zie § 7), w e rd e n  v o o r onze w a a rn em in g en  voo rnam elijk  sm oor- 
spoelen  m et k e rn e n  van  /{-m etaal g eb ru ik t.
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H e t  is v e rd e r  V3.ii be lang , d a t  de w e e rs t  an d  in h e t c ircu it 

vo ldoende la a g  w o rd t  gehouden . K ie s t m en de w a a rd e  van  R  
te  g ro o t, d an  h e e lt  d i t  to t  gevolg, d a t  in de e e rs te  p la a ts  h e t 
o p tre d e n  van  su b h arm o n isch en  w o rd t  o n d e rd ru k t, te rw ijl  bij 
v e rd e re  v e rg ro tin g  tev en s  de k ip v ersch ijn se len  g aa n  verdw ijnen .

V o o rts  m oet w o rd e n  genoem d, de g ro te  gevoeligheid  van  
ev en tu ee l o p tre d e n d e  su b h arm o n isch en  w a t  hun s ta b il i te i t  b e tre f t ,  
v o o r kleine v a r ia tie s  in de n e tfre q u e n tie . Bij de p roefnem ingen  
w e rd  g eb ru ik  g e m a a k t van  h e t lich tn e t, w a a rv a n  de fre q u e n tie  
ev en w el v o o r deze m etingen  te  s te rk  v a r ie e r t . Bij h e rh a lin g  
v an  de p ro ev en  m et een sp a n n in g sg e n e ra to r, w a a rv a n  de f re 
q u en tie  in s te rk e  m ate  c o n s ta n t w e rd  gehouden , b lek en  ook 
v o o r die w a a rd e n  van  de am p litu d o  van  de o p g e d ru k te  em k, 
w a a rb ij a a n v a n k e lijk  n ie t-p e rio d iek e  tr ill in g s to e s ta n d e n  w e rd e n  
w aarg en o m en , min of m eer s ta b ie le  su b h a rm o n isch en  te  kunnen  
b e s ta a n .

W o r d t  de em k p lo tse lin g  m et een b e p a a ld e  am p litu d o  op h e t 
c ircu it a a n g e s lo te n , d an  b lijken  zow el h e t k ip v ersch ijn se l, a ls 
de ev en tu ee l o p tre d e n d e  g ed w on gen  p e rio d iek e  tr illin g en  m et 
sub- of g ro n d h arm o n isch e  fre q u en tie , a fh an k e lijk  te  zijn van  de 
fase  d e r  em k op h e t m om ent v an  in sch ak e len . O v e r  deze a f 
h an k e lijk h e id  w e rd  ook re e d s  in de vorige p u b lica tie  h e t een 
en  a n d e r  m edegedeeld . In  § 4 w e rd  afg e le id  bij h e t ex is ten tie -  
bew ijs v an  p e rio d iek e  op lossingen , d a t  deze a fh an k e lijk h e id  to t  
u itd ru k k in g  b re n g t, d a t  de la se  op h e t m om ent van  in sch ak e len  
zek ere  b e tre k k in g e n  in v e rb a n d  m et de sy s te e m g ro o th e d e n  en 
de b e g in v o o rw a a rd e n  m oet vervu llen , ten e in d e  a a n  de eis van  
p e rio d ic ite it te  kun nen  vo ldoen . W e g e n s  h e t o n tb re k e n  van  de 
a p p a ra tu u r ,  w a a rm ee  m en de fase  op h e t m om ent v an  in sc h a 
kelen  in de h an d  h eeft, is deze a fh an k e lijk h e id  nog n ie t v e rd e r  
o n d erzo ch t. H e tg e e n  in h e t vo lgende za l w o rd e n  b esch rev en ,
h e e ft d an  ook u its lu ite n d  b e tre k k in g  op dié in rich tin g  van  de 
p ro ef, w a a rb ij de am p litu d o  v an  de em k con tinu  w o rd t  g e v a r i
ee rd .

§ 13

A ls m aa tg ev en d e  g ro o th e id  v o o r h e t a l o f n ie t o p tre d e n  van  
de o n d erh av ig e  versch ijnselen , za l fo rm eel w o rd e n  in g ev o erd  de 
g ro o th e id  p  — aojco0 . H ie rin  s te l t  co de g e n e ra to rfre q u e n tie  voor,
te rw ijl  co0 = (LC)  X/~ , w a a r in  L  w o rd t  ged efin ieerd  a ls  in § 1; 
L c o r re s p o n d e e r t  dus m et de w a a rd e  v an  de zelfinductie  in
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d W

h e t lin ea ire  geval. D a n  is im m ers ^ . L c o n s ta n t. In  h e t

n ie t-Iin ea ire  g ev a l h e e lt  ---- 7 v o o r a lle  b u iten  de o o rsp ro n g  ge-d i
legen p u n ten  van  de k a ra k te r is t ie k  een w a a rd e  k le in e r  d an  L.

G ev o n d en  w e rd , d a t  p een w a a rd e  m oet h eb b en , g io te i  d an  
een in de b u u r t  van  de eenheid  gelegen g e ta l, w illen  k ip v er- 
sch ijnselen  en su b h a rm o n isch en  kunnen  o p tre d e n  (zie ook (5)). 
D e  a a rd  v an  de o p tre d e n d e  v ersch ijn se len  h a n g t in s te rk e  m ate  
a f  van  h e t fe it hoeveel g ro te r  men p  k ie s t d an  de zoeven ge
noem de g re n sw a a rd e . W e  zullen  d an  ook in h e t vo lgende t r a c h 
te n  h e t q u a li ta t ie f  g ed ra g  d e r  v ersch ijn se len  in te  delen  en te  
b e sp re k e n , a l n a a r  gelang  de g ro o tte  v an  p.

§ 14.
G a a t  men u it van  een w a a rd e  van  p gelegen tu sse n  de g re n s 

w a a rd e  en een w a a rd e  v an  o n g ev ee r 3, d an  neem t m en bij con
tin u  o p reg e len  van  de am p litu d o  d e r  sinusvorm ige em k w a a r , 
d a t  bij een b e p a a ld e  w a a rd e  v an  de am p litudo , de nog n a g e 
noeg enkelvoud ig  h arm o n ische  tr i l l in g s to e s ta n d  van  de flux, 
p lo tse lin g  o v e rg a a t in een to e s ta n d , die aan z ien lijk  v c r \ orm d is. 
D eze  o v erg an g  g a a t  m et een fasesp ro n g  g e p a a rd  en is h e t w e lb e 
k en d e  „k ip  '-versch ijn se l. M en  k a n  zich h ie rv a n  een duidelijke 
in d ru k  vorm en  a a n  de h an d  van  de oscillogram m en 1 en 2, die 
één p erio d e  van  de flux te  zien geven, v ó ó r re sp . n a  h e t k ipp en . 
D a t  d it  k ip p en  in d e rd a a d  een zee r a b ru p t  k a r a k te r  h e e lt, moge 
b lijken  u it h e t fe it, d a t  de m et elk  v an  de to e s ta n d e n  c o n e s -  
p o n d e ren d e  am p litu d in es  van  de em k, s lech ts  ca. l °/0 v an  e lk a a r
versch ilden .

In d ien  m en bij de g ek ip te  to e s ta n d  v o o r tg a a t, de am p litu d o  
v an  de em k te  verho gen , d an  z ie t m en de verv o rm in g  zee r snel 
toenem en . D e  to e s ta n d  b lijft e c h te r  s ta b ie l en h e e lt  de gene- 
ra to r f re q u e n tie  to t  g ro n d freq u en tie . T e n s lo tte  w o rd t  een  to e 
s ta n d  b e re ik t, die n ie t m eer s ta b ie l is te  noem en, aangezien  
h ie rv a n  geen s t i ls ta a n d  b ee ld  op de o sc illo g raa l is te  krijgen . 
D eze in s tab ie le  tr ill in g s to e s ta n d e n  k en m erk en  zich d o o r h e t 
v o o rtd u re n d e  sp rongsgew ijs  w isse len  v an  de g ro n d freq u en tie , 
w e lk e  d aa rb ij w a a rd e n  a a n n e e m t v an  de g e n e ra to rfre q u e n tie  of 
de een of a n d e re  su b h arm o n isch e  d a a rv a n . T eg e lijk e rtijd  tre d e n  
v o o rtd u re n d e  fa se sp ro n g en  op. V a n  een b e p a a ld e  tr i l l in g s to e 
s ta n d  is h ie r  dus geen sp ra k e .
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In  deze n ie t-s ta b ie le  geb ied en  zijn min o f m eer s ta b ie le  p e r io 

d ieke tr i  llings toe s ta n d e n  m ogelijk, w a a rb ij d a n  ev en w el de g rond- 
fre q u en tie  s te e d s  een su b h arm o n isch e  is v an  de g e n e ra to rfre -  
q u en tie . D eze to e s ta n d e n  zijn re p ro d u c e e rb a a r . In  de oscillo- 
gram m en 3 en 4 z ie t m en enkele  i l lu s tra tie s  v an  deze gevallen . 
M en  z ie t h ie ro p  een p e rio d e  van  de flux re sp . s troom  m et een 
d e rd e  subharm o n isch e  g ro n d freq u en tie . O sc illo g ram  5 g ee ft een 
p erio d e  v an  de flux m et een vijfde su b h arm o n isch e . D eze  k ro m 
m en zijn aan zien lijk  v erv o rm d .

khj nog v e rd e r  o p reg e len  van  de em k b e g e e ft m en zich w e e r  
in een geb ied , w a a r in  een s ta b ie le  tr illin g  m et 50 H z  a ls  g rond- 
fre q u en tie  o p tre e d t. D i t  g eb ied  w o rd t  w e e r  gevolgd  d o o r een
in s ta b ie l geb ied  v an  h e tze lfd e  k a r a k te r  a ls  h ie rv o o r  w e rd  ge
sc h e ts t.

M en  h e e ft dus te  m ak en  m et e lk a a r  a fw isse len d e  s ta b ie le  en 
in s tab ie le  geb ieden , n a a rm a te  m en de em k o p v o ert. In  de in 
s ta b ie le  geb ied en  k u n n en  su b h a rm o n isch e  to e s ta n d e n  o p tre d e n , 
die een  zek ere  m ate  van  s ta b il i te i t  b e z itte n . In  v e rb a n d  m et 
h e t v o o rg aan d e  k u n n en  deze to e s ta n d e n  g e ïd en tificeerd  w o rd e n  
m et de ,,g ro te  op lossingen  van  de sy s teem d iffe ren tiaa Jv e rg e - 
lijk ing w a a rv a n  in § 7 sp ra k e  w a s . M e t  e lk  van  deze to e s ta n 
den  c o rre sp o n d e e r t  dus een b e p a a ld e  w a a rd e  v o o r m en n. 
In d ien  m en n a a n  e lk a a r  gelijk w o rd e n  v e rk rijg en  w e w e e r  
een g ro n d h arm o n isch e  tr i l l in g s to e s ta n d . In  de in s ta b ie le  g eb ie 
den  v e rsp rin g e n  de w a a rd e n  van  m en n v o o rtd u re n d , z o d a t 
d a a r  geen b e p a a ld e  tr i l l in g s to e s ta n d  te  defin iëren  v a lt.

-Laat men verv o lg en s de am p litu d o  d e r  em k w e e r  afnem en, 
d an  k r ijg t m en w ed ero m  m et deze g eb ied en  te  m aken , w a a rb ij 
ev en w el de s ta b ilite itsg re n z e n  enigszins a n d e rs  kom en te  liggen. 
A l te ru g reg e len d e , zal bij een b e p a a ld e  w a a rd e  v an  de am p li
tu d o  de tr i l l in g s to e s ta n d  te ru g k ip p e n  in een to e s ta n d , die w e e r  
nagenoeg  enk elvou d ig  h arm o n isch  is. O o k  h ie r  lig t de k ip g ren s  
w e e r  enigszins la g e r  d an  bij h e t  h een k ip p en .

Is a a rm a te  m en de c o n d e n s a to rw a a rd e  en d a a rm e e  de w a a rd e  
van  p g ro te r  k ie s t, v ersch u iv en  de g renzen  v an  deze geb ieden  
n a a r  hogere  w a a rd e n  v an  de spann ing , te rw ijl  h e t  tra je c t , w a a r-  
o \ e r  deze geb ieden  s ta b ie l re sp . in s ta b ie l zijn, ook g ro te r  w o rd t.

§ 15
K ie s t men de w a a rd e  van  p aan zien lijk  g ro te r  d an  3, b.v. in 

de g ro o tte o rd e  8 of hoger, d an  tre d e n  q u a lita tie v e  versch illen  
op m et h e t o n d e r  § 14 b esp ro k en e .
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In  de e e rs te  p la a ts  b lijk t u it de ex p erim en ten , d a t  v o o r h e t 

v e rk rijg en  van  h e t k ip v ersch ijn se l een g ro te re  am p litu d o  v an  de 
em k is v e re is t  (zie (5)), z o d a t m en zich op h e t m om ent van  k ip 
pen  re e d s  een eind  in h e t n ie t- lin e a ire  g ed ee lte  van  de k a ra k -  
te r i t ie k  b ev in d t. V e rd e r  b lijk t de am p litu d o  van  h e t versch ijnse l 
n a  h e t k ip p en  aan z ien lijk  te  zijn toegenom en, in te g en ste llin g  
to t  h e t vorige g ev a l (zie osc. 1 en 2).

E en  a n d e r  zee r in h e t oog lo p en d  v e rsch il is, d a t  m en bij 
v e rd e r  o p reg e len  v an  de sp an n in g  geen in s ta b ie le  geb ieden  m eer 
o n tm o e t en d aa rm ee  evenm in su b h arm o n isch en . W e l  neem t de 
vervo rm in g  aan zien lijk  to e .

R e g e lt men ev en w el v a n u it  de g ek ip te  to e s ta n d  de sp an n in g  
op h e t c ircu it om laag , d an  k a n  h e t bij h e t te ru g k ip p e n  v o o r
kom en, d a t  d it  g e b e u r t in een su b h arm o n isch e  tr i l l in g s to e s ta n d . 
O o k  d it  is een v ersch il m et h e t o n d e r § ld  b e sp ro k e n  geval, 
w a a r  de to e s ta n d  bij h e t te ru g k ip p e n  te ru g v ie l in  een g rond- 
h arm o n ische  to e s ta n d . In d ien  de o m stan d ig h ed en  voo r h e t o p 
tre d e n  v an  zo een su b h arm o n isch e  to e s ta n d  n ie t gun stig  zijn, 
g a a t  h e t v ersch ijn se l v ia  een in s tab ie le  to e s ta n d , w a a r in  dus 
fa se sp ro n g e n  en een v e rsp rin g en d e  g ro n d fre q u e n tie  o p tred en , 
o v e r in de g ro n d h arm o n isch e  to e s ta n d . A angezien  m en de fase  
bij h e t te ru g k ip p e n  n ie t k an  rege len , is h e t v erw ezen lijk en  van  
een b e p a a ld e  su b h arm o n isch e  n ie t re p ro d u c e e rb a a r , m en v e r 
k rijg t nu eens de ene, d an  w e e r  een a n d e re  su b harm on ische .

V a n  derge lijke  su b h arm o n isch e  to e s ta n d e n  van  de flux v a lt  
op, d a t  ze b eh a lv e  een com ponen t m et de g e n e ra to rfre q u e n tie  
en een of tw e e  su b h arm o n isch e  com ponen ten , nagenoeg  geen 
a n d e re  h arm o n ische  com ponen ten  b e v a tte n . D e am p litu d in es  van  
deze su b h a rm o n isch en  zijn v ee la l g ro te r  d an  die van  de g ro n d 
harm onische  com ponen t.

H e e f t een sub h arm o n isch e  to e s ta n d  zich een m aa l ingezet, d an  
blij k t  ze b e tre k k e lijk  st^ibiel te  zijn. M en  k an  de am p litu d o  van  
de o p g e d ru k te  em k b innen  b e tre k k e lijk  w ijde g renzen  v a r ië re n  
zo n d er d a t  h e t versch ijnse l in de g ro n d h arm o n isch e  to e s ta n d  
te ru g v a lt. Bij deze v a r ia tie  v an  de em k z ie t m en w e l de am p li
tu d o  van  de n e tfreq u e n tie -co m p o n en t v e ra n d e re n , e c h te r  die van  
de su b h arm o n isch e  v e ra n d e r t  s lech ts  w einig . H e t  is op d e rg e 
lijke wijze m ogelijk, de 5 0 -H z  com ponen t zee r k le in  te  m aken, 
z o d a t h e t verlo o p  v an  de flux m et de tijd  s lech ts  w ein ig  v e r 
vorm d is, doch een su b h arm o n isch e  g ro n d fre q e n tie  h ee ft.

W e  zu llen th a n s  enkele  van  deze w a arg en o m en  to e s ta n d e n  
n a d e r  besch ouw en .
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In  oscillogram  6 is een  p erio d e  van  de flux gegeven , w a a rb ij 

de g ro n d freq u en tie  c o rre sp o n d e e r t m et de d e rd e  su b harm on isehe . 
H  ie r w a s  de em k zo v er te ru g g e reg e ld , d a t  de 5 0 -H z com ponen t 
n au w elijk s m eer te  h e rk e n n en  v a lt, z o d a t een w ein ig  v erv o rm d e  
1 6 2/o H z tr illin g  re s u lte e r t .

O sc . 7 g ee ft h e t verlo o p  van  de s tro o m  v o o r d it  geval, d a t  
e c h te r  zee r s te rk  v e rv o rm d  is. D e  g ro n d h arm o n isch e  is w e e r 
de d e rd e  su bharm on isehe .

M en  vergelijke  tev en s  de osc. 8 en 9, die be id e  een p e rio d e  
van  de flux geven bij aan w ez ig h e id  van  een  vijfde su b h arm o - 
nische. D e  com ponen t van  de n e tfre q u e n tie  is op de su b h arm o - 
nische g e su p e rp o n ee rd  m et een veel k le in e re  am p litu d o . D e  emk 
w e rd  in d it  gev al n ee rg e reg e ld  van  43 V  (osc. 8) to t  8 V  (osc. 9), 
zo n d er d a t  d it  veel inv loed  h ad  op de am p litu d o  van  de sub- 
harm o n ische .

In  osc. 10 is h e t ^ —/ v e r b a n  d b ;j  aan w ez ig h e id  van  een vij fde 
su b h arm o n iseh e  a fg eb ee ld . D u id e lijk  k o m t h ie ro p  to t  u iting  h e t 
o p tre d e n  van  b inn en lussen , w a a rv a n  re e d s  in een vorig  a r t ik e l  
g ew ag  w e rd  g e m a a k t.1) H ie r  is de 50 H z  com ponen t in de flux 
nog vrij aan z ien lijk . D i t  is ev en w el n ie t h e t gev al in osc. 11, 
d a t  eveneens een ll ; — i  krom m e ingeval van  een v ijlde su b h arm o - 
nische to o n t. M e n  m e rk t op, d a t  de b in n en b lu ssen  h ie r  v e rd w e 
nen zijn, w e l kom en in de flanken v an  de k a ra k te r is t ie k  k leine 
o n reg e lm atig h ed en  voor.

D  e osc. 12 en 13 geven w e e r  tr i l l in g s to e s ta n d e n  v an  de flux 
te  zien, w a a rb ij de com ponen t m et de g e n e ra to r lre q u e n tie  voor 
beide gev allen  s te rk  v e rsc h d t. T h an s  is de g ro n d lre q u e n tie  e c h te r  
de zevende su b h arm o n iseh e  van  de n e tfre q u e n tie .

In  osc. 14 z ie t m en een p erio d e  v an  de flux m et a ls  com po
n en ten  een negende su b h arm o n iseh e  m et aanzien lijke  am p litu d o  
en een b ed u id en d  k le in e re  com ponen t m et de n e tfre q u e n tie .

§ 16

H e t  za l de leze r op g ev a llen  zijn, d a t  in a lle  to t  d u sv e r  in § 15 
b e sp ro k e n  tr i l l l in g s to e s ta n d e n  v an  de flux, b eh a lv e  een com po
n en t van  de g e n e ra to rfre q u e n tie  en een b e p a a ld e  sub h arm o n iseh e , 
geen a n d e re  com pon en ten  v o o rk w am en . M e t  nam e geen (a lth a n s  
n ie t w a a rn e e m b a re )  bo v en h arm o n isch en . E r  is e c h te r  re e d s  t e r 
loops op gew ezen , d a t  ook to e s ta n d e n  k u n n en  voo rk om en  voor-
l) zie G. J. E lias en H . M iedem a, T. N ed. R adiogen. XI (1946) p 146.
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kom en, die tw e e  su b h arm o n isch e  com ponen ten  b e v a tte n . Z u lk  
een  to e s ta n d  k an  zich voo rd o en , ind ien  h e t sy steem , w a a r in  
zich te v o re n  re e d s  een to e s ta n d  h e e ft g e s ta b d ise e rd  m et een 
b e p a a ld e  su b h arm o n isch e  g ro n d lre q u e n tie , een  k le ine  v e rs to r in g  
w o rd t  g e ïn tro d u cee rd , b .v . d o o r m iddel v an  een  p lo tse lin ge , niet
te  g ro te  v e ra n d e rin g  v an  de w a a rd e  van  de c a p a c ite it. U i t 
g aan d e  v an  zo een sub h arm o n isch e  to e s ta n d , w o rd t  tengevo lge 
van  een d erge lijke  v e rs to rin g , een  a n d e re  su b h arm o n isch e  a a n 
g es to ten , die, indien. de o m stan d ig h ed en  d a a rv o o r  g un stig  zijn, 
n a a s t  de o o rsp ro n k e lijk e  su b h arm o n isch e  k a n  blijven  v o o r tb e 
s ta a n . In  zulk  een gev al h e e lt  m en dus n a a s t  de com ponen t 
m et de n e tfre q u e n tie , nog tw e e  su b h arm o n isch e  com ponen ten . 
H e t  b lijk t nu, d a t  bij zo een gelegenheid , de n ieuw  a a n g e s to te n  
fre q u en tie  s te e d s  een su b h arm o n isch e  is v an  de re e d s  aanw ezige  
su b h arm o n isch e . M e n  v e rk r ijg t b .v . u itg a a n d e  v an  een vijfde 
su b h arm o n isch e , a ls  n ieuw e com ponen t de d e rd e  su bharm on ische  
van  de vijfde, d e rh a lv e  een v ijftien d e  su b h arm o n isch e  van  de 
g e n e ra to rfre q u e n tie . (zie ook § 7). D e  am p litu d o  v an  deze n ieuw e 
com ponen t b lijf t k lein , m a a r  is n ie ttem in  w a a rn e e m b a a r  zoals 
u it osc. 15 du idelijk  b lijk t. O g ensch ijn lijk  z ie t m en h ie ro p  d rie  
gelijke p e rio d en  van  de vijfde su b h arm o n isch e , doch  bij n a d e re  
b esch o u w in g  v a lt  d ire c t op, d a t  e lk  van  deze p e rio d en  v ersch illen  
te n  opzich te  v an  e lk a a r  v e rto n e n  (m en le tte  b.v. op de v e r 
sch illen  in de to p p e n  d e r  krom m e).

O p  een derge lijke  w ijze g e e lt  osc. 16 een tr i l l in g s to e s ta n d  te  
zien, w a a rin  de am p litu d o  van  de zevende su b h arm o n isch e  o v e r
h e e rs t, doch w a a r in  d a a r n a a s t  nog de g e n e ra to rfre q u e n tie  en 
de een en tw in tig s te  su b h arm o n isch e  d a a rv a n  voorkom en.

S u b h arm o n isch en  van  een nog  h o g er ran g n u m m er zijn d o o r 
ons to t  d u sv e rre  nog n ie t w aarg en o m en .

§ 17

T h an s w illen  w e nog enkele  opm erk ingen  m aken  o v er de v e r 
schijnselen , die zich voo rdoen , ind ien  de g ro o th e id  p  w o rd t  ge
kozen tu sse n  de v o o r de gevallen  van  de § § 14 en 15 in ge le
gen w a a rd e n : b.v. p  — 5.

M e n  b e v in d t zich d an  in een  o v e rg an g sg eb ied , w a a rb ij su b 
harm o n isch en  k un nen  o p tre d e n , d ire c t  n a  h e t h een k ip p en  (w a t 
nog bij § 14, noch bij § 15 h e t gev a l w a s), a ls  bij h e t te ru g 
k ip p en  (w a t a lleen  bij § 15 v o o rk w am ). D e  s ta b ie le  su b h arm o -
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nische tr i l l in g s to e s ta n d e n  la te n  zich h ie r  ev en w el m oeilijker r e a 
liseren .

Bij v e rd e re  verhog ing  v an  de em k boven  de k ip sp an n in g , 
tre d e n  ook h ier, ev en a ls  in § ld , s ta b ie le  en in s ta b ie le  g eb ie 
den  op. D eze  liggen nu e c h te r  bij aan z ien lijk  h o g ere  sp an n in g en  
en k u n n en  d an  ook n ie t zo n d e r g e v a a r  v o o r de spoel vo lled ig  
w o rd e n  vervo lgd , v o o r w a a rd e n  van  ƒ , die n a d e re n  to t  die v o o r 
de in § 15 b e sp ro k e n  gevallen .

H e t  is n ie t m ogelijk, de g renzen  tu sse n  de o n d e r § § ld  en 15

a
11

o

en h ie rb o v en  b e sp ro k e n  geb ieden  sch erp  te  tre k k e n . H e t  g e d ra g  
v an  de k ring , g a a t  van  h e t ene geb ied  gele idelijk  o v e r in h e t 
an d e re .

H o e w e l de g ro o th e id  p  vo lkom en gedefin ieerd  is volgens § 13, 
d ien t deze g ro o th e id  h ie r  s lech ts  t e r  g lobale  c lassifica tie  d e r  
v ersch ijn se len .

D e h ie rv o o r b esch rev en  versch ijn se len  k un nen  q u a li ta t ie f  w o r 
den  sam en g ev a t in de vo lgende a fb ee ld in g  in h e t ci-p-vla k , d a t  
c o r re sp o n d e e r t  m et h e t  a m p litu d o fre q u e n tie -v la k .

H ie r in  zijn A , B  en C  de in s ta b ie le  geb ieden , w a a rv a n  sp ra k e  
w a s  in § ld . In  deze g eb ieden  v in d t men e c h te r  lij nen, zoals
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b.v . aan g eg ev en  d o o r h , j , k ,  w a a ro p  min of m eer s ta b ie le  sub- 
harm on ische  tr i l l in g s to e s ta n d e n  m ogelijk zijn (osc. 3, 4, 5).

D e  e e rs te  k ip g re n s  bij con tinue o p reg eling  v an  de em k w o rd t  
gegeven d o o r de lijn ab\ v o o r h e t p lo tse lin g  v e ra n d e re n  v an  
de k rom m evorm  bij h e t p a s se re n  van  deze g rens, zie m en de 
osc. 1 en 2. H o g e re  k ip g ren zen  zijn sch e tm a tig  w eerg eg ev en  
d o o r de lijnen e, f  en g .

Bij con tinu  te ru g re g e le n  v an  de sp an n in g  o n tm o e t m en de 
te ru g k ip g re n s  adc . V o o r  g ro te re  w a a rd e n  van  p  (bv. o v e r h e t 
t r a je c t  rtfc) m an ifec te ren  zich bij d it  te ru g k ip p e n  su b h arm o n isch en , 
zoals w e rd  b esch rev en  in § 15 (osc. 6 t  m 16).



Octrooien

Openbaar gemaakt 15 Augustus 1949.

O.A. 129010, kl. 95a5. Bell Telephone. Teruggekoppelde generator voor hoge 
frequenties met grote stabiliteit, vooral bij veranderlijke belasting, 
waarbij gebruik wordt gemaakt van een brugschakeling.

O.A. 88328, kl. 95n7d. Bell Telephone. Inrichting voor overdracht van hoog
frequente electrische golven met twee antenne’s, waarbij behalve 
de stralingsweg nog een tweede weg is aangebracht om ontkop
peling te verkrijgen.

O.A. 89251. kl. 21a452. W estern Electric Co. Stelsel voor geheimverkeer.
O.A. 130567. kl. 21a49il. Bell Telephone. Electronenontladingsinrichting met 

snelheidsbesturing, met een hulpelectronenstraal ten behoeve van 
de modulatie.

O.A. 106866. kl. 95b2a. N.V. Philips. Schakeling voor het in frequentie modu
leren van een electrische trilling met behulp van een reactantiebuis, 
waarbij de inwendige capaciteiten van de reactantiebuis weinig 
invloed hebben op de opgewekte frequentie.

Openbaar gemaakt 15 September 1949.
O.A. 123233. kl. 21d58a. H. van Dijk. Spreidingsvrije transformator, bestaande 

uit twree identieke manteltransformatordelen, op elk w aarvan de 
helft van de primaire en de helft van de secundaire wikkelingen 
zijn aangebracht, w’aarbij beide delen zo gelegen zijn dat zij eikaars 
spiegelbeeld vormen, met de wikkelingen coaxiaal, zodanig dat 
de spreidingsvelden van beide delen elkaar opheffen.

O.A. 130409. kl. 95h2b. N.V. Philips. Holleruimteresonator in de vorm van 
een rechthoekig prisma, waarbij de loodrechte doorsnee van het 
prisma een parallelogram is met een hoek van 45° en zijden met 
een lengteverhouding van 1 : \ /2 .  Hierdoor kan een grotere kring- 
kwaliteit worden verkreqen.

He.

Openbaar gemaakt 15 October 1949.
O.A. 132506, kl. 95h3a2. N.V. Philips. Hoogfrequentspoel met regelbare zelf- 

inductie door middel van een kern en regelstift uit hoogfrequentijzer, 
waarbij de zelfinductie toeneemt als de regelstift verder uit de kern 
wordt geschoven.

O.A. 100601, kl. 96glb2. Sidney Young W hite. Radioontvangtoestel dat zich 
in een zeker frequentieinterval automatisch afstemt op een met een 
kenmerkend signaal gemoduleerde draaggolf en bovendien een 
identificatie van de ontvangen draaggolf geeft.

O.A. 111608, kl. 95f3. N .V. Philips. Regelschakeling, waarbij een veranderlijke 
regelspanning over een afvlakkend filter aan de ingangselectrode 
van een regelbuis wordt toegevoerd en de tijdconstante van het 
filter automatisch wordt gevarieerd in afhankelijkheid van de sterkte 
der regelspanning.



O.A. 134451, kl. 95d2b2a. Bell Telephone. Balansversterker, geschikt voor een 
zeer breed frequentiegebied, waarbij symmetrieafwijkingen automa
tisch gecompenseerd worden.

O.A. 129154, kl. 95c2. N.V. Philips. Schakeling voor het ontvangen van in 
frequentie gemoduleerde trillingen, waarbij een eventueel optre
dende amplitudemodulatie wordt onderdrukt.

O.A. 123207, kl. 21gl3c5. N.V. Philips. Inrichting, bevattende een electronenbuis 
met een door veldemissie emitterende kathode en met een dalende 
stuurroosterspanningsanodestroomkarakteristiek.

Openbaar gemaakt 15 November 1949.

O.A. 129790, kl. 95c2. N.V. Philips. Detectorschakeling voor het.detecteren van 
in frequentie gemoduleerde trillingen met behulp van een meer- 
roosterbuis met tenminste twee stuurroosters.

O.A. 120690. kl. 21a435d. N.V. Philips. Inrichting voor de gloeidraadvoeding 
van een roosterbestuurde ontladingsbuis met direct verhitte gloei- 
draad en een voedingsbron met relatief hoge inwendige weerstand, 
waarbij op deze bron een trillergelijkrichter is aangesloten en w aar
bij een brugschakeling is toegepast, zodat storingen van de triller- 
gelijkrichter niet kunnen doordringen in de gloeidraad.

He.

Boekbespreking
R. A. Smith: Aerials [or metre and decimetre wavelenghts. — 
Cambridge University press. 1949. 218 blz. ƒ 12.—. Importeurs: 
Meulenhoff en Co. N.V.

Dit boek is een deel uit de serie ,,Modern Radio Technique”, welke onder 
redactie van J. A. Ratcliffe bij dezelfde uitgever verschijnt. In dit boek worden 
problemen en toepassingen behandeld van zend- en ontvangantennes in het golf
lengte gebied van 12 meter tot 10 cm.

De schrijver heeft hierbij het midden gehouden tussen de theorie en de 
practijk van deze antennes. Hierdoor zal dit boek door een grote lezersgroep 
gewaardeerd kunnen worden, doch voor nadere bestudering der onderwerpen 
is de lezer op diepergaande literatuur aangewezen.

De schrijver heeft echter dit bezwaar ondervangen door aan het einde van 
elk hoofdstuk een literatuurverwijzing op te nemen. Daar, w aar de schrijver 
voornamelijk de uitkomsten van bepaalde theorieën geeft, verzuimt hij niet, om 
op duidelijke wijze aan te geven onder welke aanname en langs welke weg 
deze uitkomsten verkregen zijn.

V an de lezer wordt voor de meer theoretische hoofdstukken een wiskunde 
kennis verwacht, zoals die aan de M.T.S. onderwezen wordt.

Volgt nu hier een kort begrip van de inhoud; na een korte behandeling van 
resonerende dipolen en dipoolgroepen gaat de schrijver over op de elementaire 
antenne-theorie, de stralingstheorie van lineaire antennes (waarin o.a. methoden 
van Hallen, Schelkunoff, Chu en Stratton) en de theorie van parasitaire stralers.



Dan volgt het meer practische gedeelte van het boek, waarin onder meer be
handeld worden: zendantennes voor grote vermogens, ontvangantennes, lineaire 
antennes van meerdere golflengten met staande en lopende golven, dipoolvlakken 
voor 1,5 m radar, het schakelen van de antennebundel, draaiende koppelingen, 
vliegtuigantennes, en tot slot een beschouwing over het optreden van ruis in 
antennes.

Dit boek is vooral aan te bevelen voor hen, die zich op het gebied van 
kortegolf-antennes wensen te oriënteren, omdat de schrijver vele onderwerpen 
hieruit behandelt en deze ook helder weet te belichten.

De uitvoering is goed verzorgd, de opgenomen tekeningen zijn duidelijk en 
sluiten goed bij de tekst aan.

I. V.

Radiotelegrafie en - Telefonie. Leerboek, behandelende de grond
beginselen van de radiotechniek, in het bizonder voor hen, die zich 
wensen te bekwamen tot scheepsradiotelegrafist, door F. P. Roest. 
Vierde druk, uitgegeven door N.V. Uitgeversmaatschappij AE. E. 
Kluwer, 312 pag. en 275 figuren. Prijs ƒ 12.50.

Dit boek, dat bedoeld is voor aanstaande scheepsradiotelegrafisten, beleeft 
thans zijn vierde druk. Dit is wel een bewijs dat het in een behoefte voorziet. 
Het is geen gemakkelijke taak om een goed boek te schrijven over de radio
techniek voor een lezer van wie slechts een oppervlakkige kennis van de grond
beginselen der wis- en natuurkunde mag worden verwacht. De schrijver is er 
in geslaagd, dank zij zijn ervaring als leraar aan een zeevaartschool, een leerboek 
samen te stellen dat kan worden aanbevolen voor allen die zich van de grond
beginselen der radiotechniek op de hoogte willen stellen.

W anneer men het boek doorbladert, valt onmiddellijk op, dat er weinig for
mules zijn gebruikt; bij het doorlezen blijkt dat de auteur er steeds naar heeft 
gestreefd een duidelijk beeld te geven van de principes waarop de radiotechniek 
berust, en slechts daar de wiskunde te hulp heeft geroepen w aar dit strikt nodig 
was. Hierdoor is bereikt dat de beginneling er niet in verdrinkt en dat boven
dien de meer gevorderde zijn inzicht er mee kan verdiepen.

Soms blijkt het lastig te zijn om geheel zonder gebruikmaking van de diffe
rentiaalrekening en van de complexe rekenwijze electromagnetische verschijnselen 
te verklaren. In zulk een geval had dan de schrijver wellicht ook beter gedaan 
door er maar wat minder over te zeggen. Tegen een vereenvoudigde voorstelling 
behoeft geen bezwaar te bestaan, doch wanneer dit leidt tot begripsverwarring, 
moet hiertegen toch ernstig worden gewaarschuwd.

Z o wordt b.v. op blz. 59 getracht het huideffect aannemelijk te maken. 
De oorzaak van dit effect wordt toegeschreven aan het magnetische wisselveld 
binnen in de geleider. Verder wordt gezegd dat de richting van de stroom in 
het midden van een cylindervormige draad wel eens tegengesteld kan zijn aan 
die van de stroom aan de omtrek. De conclusie welke hieruit wordt getrokken, 
luidt dan dat de hoogfrequent weerstand kleiner kan worden door het wegnemen 
van de kern van de draad. Een koperen buis zou dientengevolge voor hoge 
frequenties een lagere weerstand kunnen hebben dan een massieve staaf van



dezelfde diameter. Een dergelijke redenering is wel wat al te simplistisch en niet 
bevorderlijk voor de vorming van een juist begrip.
O p blz. 8 is § 7 gewijd aan de decibell. De daar gegeven definitie van de 
bell is niet juist. Het gaat niet om de verhouding van twee hoeveelheden energie, 
doch om die van twee vermogens. Evenmin is het juist om te spreken van 
een energietoename van 1 dB. Ook maakt het een slordige indruk wanneer men 
spreekt van een energie van 10 m W  (bovenaan blz. 8). O p blz. 62 wordt bij 
de behandeling van condensatoren een opmerking gemaakt w aarvan ons de zin 
ontgaat. D aar wordt n.1. gezegd, dat bij onvolkomen isolatie van condensatoren 
het percentage van de energie dat per periode door lekkage verloren gaat, af
hankelijk is van de frequentie en dat dit bij lage frequenties het grootst is.

Bij de afleiding van de uitdrukking voor de versterking van een laagfrequent- 
versterker (blz. 127) wordt een o.i. gekunstelde redenering gevolgd. Formule
(45) zegt dat Ia =  S (  Vg - \-~  Va) , terwijl in (46) staat dat f a =  S (  Vg — — Vag  g
Hierin heeft Va een andere betekenis dan in (45). Het gevaar dat hier verwarring
gesticht wordt is niet denkbeeldig.

Deze punten van critiek moeten worden beschouwd als een keuze van de be
langrijkste uit een aantal dat bij een tamelijk vluchtige doorlezing naar voren 
kwam.

Zoals reeds boven werd opgemerkt, heeft het boek toch zovele goede kwali
teiten, dat, ondanks het feit, dat er hier en daar wel wat op valt aan te mer
ken, wij met een gerust hart de bestudering ervan kunnen aanbevelen.

De uitgave is zeer verzorgd, doch wij betreuren het dat de prijs van dit werk 
zo hoog moest worden gesteld.

P. H. B.

Ontvangen Tijdschriften enz.
Journal of the Franklin Institute, Oct. 1949.
W ireless Engineer, Sept., Oct., Nov. 1949.
Nat. Bureau of Standards, Basic Radio Predictions for Jan., Febr. 1950.

Technical News Bulletin Vol 33, Aug.-Sept., Nrs. 8, 9, 10, 1949.
Ericsson Review , nr. 2, 1949.
Annales des Telecommunication, Tome 4. N rs 7, 8, 9, 1949.
Proc. Cambridge, Phil. Soc. Vol. 45 N r 4, 1949.
Electrical Communication, Juni 1949.
Proc. First Meeting of the M ixed Comm, on Ionosphere. Uitgave Intern. Coun- 

sil of Scientific Unions.
Brown Boveri Mitteilungen, Sonderheft Sende- und Gleichrichterröhren, Sept. 1949. 
Radio Revue, Oct.-Dec., 1949.
De Ingenieur, Jrg. 61, N rs 40—47.
Tijdschrift voor Radiotechniek, Jrg. 3, N rs 9— 10.

M ededelingen
U R SI-C O N G R ES 1950

De algemeen-secretaris van de U.R.S.I. deelt mede, dat het 9e congres, in 
1950 te houden in Zürich, is vastgesteld in de periode 11-23 September.



Tegelijkertijd zijn (in 12-voud) aanbevelingen en richtlijnen toegestuurd voor 
hen, die zich voorstellen daarvoor mededelingen in te zenden. Eén daarvan is, 
dat in afwijking met vorige congressen, de bijdragen zowel in het Engels als in 
het Frans moeten worden aangeboden (van beide in 3-voud) langs de bekende 
kanalen.

Een exemplaar van deze richtlijnen wordt, na aanvraag bij de secretaris 
N.R.G., aan belanghebbenden toegezonden.



Errata«
A. H. de V o o g t .

The analysis of ionospheric reflections. 
November 1948.

b iz. 184: T he Appleton-H a rtre e - fo rm u la  to  r e a d :

A T  =  \ n  -  — ^  =  I +P
2 (« +  jß )  -

2y T + yr

1 4 - a +  jß  ' ( i  4- a 4- jß)
4- 4  yL

biz. 185: to  r e a d :

biz. 186: to  re a d  :

PPH
Po

PPT 
y r  = —T-Po

u  = c
n  + f d fi

d f

biz. 190, 191, 192 to  r e a d :
U— a n d  iV X  ioc

— c

biz. 193: w ith  x  an d  y re p re se n tin g  th e  sam e va lu es a s  in th e  
com plete  fo rm u la  fo r  fi m en tioned  above.
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N o te  :

A. H. de  V o o g t .
The analysis of ionospheric reflections. 

November 1948.
, 2P 1 P185 : a — — to  re a d  : a = ----- - .

P o P O
185 : "co m p lica ted  from " to  re a d  : "co m p lica ted  fo rm ".
185 : B efo re  r ig h th a n d  p a r t  of eq u a tio n  io r  //, a  fa c to r  :

I —  h as  b een  o m itted .1 +  B 2
185 : th e  fo rm u la  fo r  B  =  [2 ft ( i  +  2 a) ±  y] to  r e a d :  

B  = [2 ft (1 +  2 a) ±  ƒ ]  .

186 : B efo re  r ig h th a n d  p a r t  of eq u a tio n  l o r -----  a  1 a c to r  :
P

I---------=  has been  o m itted .y ^ 2 +  ^ 2
H x d E y re a d  : H  x193 : - y toj H y E x j H y

193 : " W h e r e  „ H  El J - y y etc
IIy, I ix an d Ey a re  the
fields etc.

E

193: to re a d  : y r  ( I + a) zb yr (j  + «) -f y  />}
2 7x{( I +  a ) 2 +

±  {j' ( I +  a) -  X ß)  -  y r ß  

2 yL {(I +  a ) 2 +  /f}
195 : D r  M a ry  la y lo r .  T he A p p le to n -H a rk e e -  1 o rm u la"

to  re a d  : "T h e  A p p le to n -H a r tre e  fo rm u la" .
T he curves a re  c a lc u la te d  lo r  th e  c o rre c t va lues.


