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De straling van „Beant'-antennes jn het bijzonder 
en grote oppervlakken in het algemeen

door Balth. van der Pol.

D e  berekening van de straling van , ,B e am ” -antennes geschiedt 
gewoonlijk door eerst  vectorieel de velden op grote a fs tan d  van 
de afzonderlijke draden te adderen  en d a a rn a  de Poynting-vector 
over een bol te integreren. W a n n e e r  echter de paralle lle  draden 
alle h.f. w isselstroom  van gelijke amplitude en phase dragen, en 
de a fs tan d  tussen de draden niet te groot is, kan het probleem 
aanmerkelijk worden vereenvoudigd door de parallelle  draden 
vervangen te denken door een continue p la a t  van lengte / en 
breedte b over welks oppervlakte  homogeen verdeeld, een w isse l
stroom vloeit die overal evenwijdig verloopt aan  de lengte / 
en w aa rv a n  de amplitude i0 per strekkende lengte-eenheid zó
danig is gekozen d a t  de totale stroom J Q — b t0 over de breedte 
gelijk is aan  de som van de stromen in alle draden die zich op 
de breedte b bevinden.

W a n n e e r  deze rechthoekige p la a t  zich in de vrije ruimte be
vindt en de oorsprong van het coördinaten stelsel w ord t  in het 
hart van de p la a t  gedacht, zal de electrische veld componente 
E q op grote a fstand , in de gebruikelijke notatie, gegeven worden 
door

E q =
- j k  .
—— 10 sin
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D e  totale straling P  van deze p la a t  w ord t  dan

2 71 71

P  = ------ i'ff —
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o o

of, w anneer P  in W a t t s  en iejp in Am père per cm. w ordt  
uitgedrukt,
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Zijn de lengte en breedte van de p la a t  klein ten opzichte van 
de golflengte (a «  I ,  ƒ ? «  1 ) dan w ord t

K ( 0 , c p ) ^ l b

H  (a, P)
3

6n P  Watts I s k2 ieff =  80 n ) ,

de bekende uitdrukking voor de stra ling  van een korte antenne. 
D e  algemene uitdrukking (2) voor H  blijkt voor aanmerkelijke



De straling van ,,Beam” ~antennes en grote oppervlakken 153

vereenvoudiging v a tb aar .  M en  vindt (bijv. na omrekening via 
een B e sse l  functie)

ft a

H (a,P) = -  f(a — s )(  i + d sd i (3)
W I l i sa + e

D e formules ( 1 ), (2), en (3) stellen ons nu in s t a a t  (eventueel 
asym ptotische) approxim aties  te vinden voor verschillende combi
naties van «  en ß . A ldus blijken de volgende benaderingen te 
gelden

(a) P  ^  6o P  i*eff 0 x sin a 
cl oz (a) H----------h cos

a
a -  2 J ,

(b) 30  f  t * J ß  S i  (ß) -  ^  +  cos ß\ ,
l P I

(ß -> o , a willekeurig)

(a O, ß willekeurig)

(C) P  ^  30 71 k l  P  teff — 6O 71 J ] f f  — , (ß -> o, a -> 00)

(d) P  1 5 71 k b r  ie/f =  30 7t2 ,
"  b l

(a -> O , ß -> 00)

(e) ƒ> ̂  20 P P f  t*f f  =  80 r eff t  ,
A

(a -> o, ß o)

(f) P  ^  60 Jl bl Zf f  — 60 71 S '  Hff . (a 00, ß -> 00)

In deze uitdrukkingen is P  uitgedrukt in W a t t s  terwijl ie/ /  
en Je f f  — b ief f  in A m pères zijn gegeven. V e rd e r  is S i  (a ) =

a

d x  y terwijl S '  de oppervlakte  bl van onze p la a t  voor-

o
stelt.

Beschouwen we thans (a) . . . . ( f )  nader. H e t  geval (e) w erd 
boven reeds aangegeven en vertegenw oordigt de bekende uit
drukking voor de straling van een korte antenne (d.w.z. kort  
ten opzichte van de golflengte).

H e t  geval (a) vertegenw oordigt een dunne d ra a d  met een 
stroom b ief / = J effy w aarbij  deze stroom verondersteld  is de
ze lfde amplitude te hebben over de gehele lengte /  =  a / k , en 
w aarbij  deze lengte een willekeurige w aard e  kan hebben. W o r d t
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deze lengte groot genomen dan bevinden we ons in het geval 
(c) w aaru it  blijkt, d a t  voor één lange d ra a d  met een homogene 
stroomverdeling de straling evenredig is aan de lengte van de 
d raad , in tegenstelling met het geval (e) (korte d raa d )  w a a r  
de straling evenredig is aan  het k w a d r a a t  van de lengte. H e t  
geval (b) betreft  een smalle metalen band met een korte a f 
meting in de richting van de stroom, w aarbij  de lengte van de 
band  (hier : b) willekeurig is. Is  deze smalle band tevens zeer 
lang (b groot), dan komen we in het geval (d) hetwelk ons 
leert dat, indien de stroom per cm. constant gedacht w ordt, de 
straling van deze band evenredig is aan  zijn lengte ( h ie r : b), 
analoog aan  het geval (c) (lange d raad )  w a a r  we zagen d a t  de 
straling ook evenredig w as  aan  zijn lengte.

H e t  meest interessante geval is w el ( f ) ,  w a a r  we te doen 
hebben met een grote rechthoekige p laat ,  in de zin d a t  beide 
afmetingen groot zijn ten opzichte van de golflengte.

De ( asyniptoliéche)  uitdrukking ( {)  teert ono n.t. dat voor een 
qrote p laat waarin de homogene otroomverdetuig tef /  conótant gehouden 
qedachl wordt, de totale otraling onafhankelijk u  van de goljCengle, 
en evenredig ié aan de oppervlakte S ' =  bl van de plaat.

Hieruit kan de practische conclusie w orden getrokken dat, 
w anneer we een grote beam-antenne verder vergroten door er 
steeds meer draden aan toe te voegen die elk dezelfde stroom 
voeren, de straling toeneemt evenredig aan  de opperv lakte  van 
de antenne.

E r  is echter hierbij nog een détailpunt d a t  verdere phj^sische 
overweging verdient. Bij beschouwing van een enkele d ra a d  zal 
de straling zich n aar  alle zijden uitbreiden, en hetzelfde geldt 
w anneer we meerdere draden para lle l  hebben. L a ten  we nu 
elk van die draden zich verbreden tot banden in het v lak  van 
de antenne dan zullen de tussenruimten steeds nauw er w orden 
en op het la a t s t  zullen de banden aan  e lk aar  sluiten tot één 
m assieve p laat .  Is  deze p laa t  groot genoeg, en konden wij het 
bereiken d a t  de oppervlakte  stromen alléén aan de éne zijde 
van de p laa t  zouden lopen, dan zou praktisch  de straling alleen 
zich voordoen aan  die zijde van de p la a t  w a a r  de stromen 
lopen, terwijl aan  de andere zijde geen veld zou worden ge
vonden. W ij  hebben in het bovenstaande echter op geintegreerd 
van O tot 2 7i , dus stilzwijgend voorondersteld  d a t  de stroom 
ief f  Per strekkende cm. half aan  de ene zijde en half aan de 
andere zijde van de grote p la a t  loopt. A an  elke zijde loopt dus 
eigenlijk een stroom \  ief f  die we willen noemen te/ f .
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tevens hebben wij de oppervlakte  vS van de p la a t  gedefinieerd 
als  bl, w aarbij  we eigenlijk slechts één zijde van de p la a t  in 
rekening hebben gebracht. D a a r  de p laa t  echter twee zijden 
heeft is de totale  oppervlakte  d aa rv an  S  — 2 S \  V oeren  we 
derhalve de genoemde uitdrukkingen ie/ f  en 5  in ( 1 ) in, dan 
verkrijgen we

•* 2120 71 S lef  f ’

w aarin  derhalve ie/ f  de stroom per strekkende cm. is, zoals we 
die vinden aan  elk der beide zijden van de p laat ,  terwijl .S de 
totale oppervlakte  voorstelt.

H e t  ligt voor de hand de uitdrukking (f ) te generaliseren 
voor een lichaam van willekeurige vorm dat  groot gedacht is ten 
opzichte van de golflengte. D e uitdrukking (1 ) leert ons dan 
dat, w anneer over de gehele oppervlakte  van het lichaam een 
stroom i*ff per strekkende cm. overal in phase en met dezellde 
amplitude en in dezellde „richting” loopt, de totale straling van 
dit lichaam evenveel vermogen vertegenw oordigt als  de ver
warming zou bedragen (zonder straling) w anneer d a t  lichaam 
een „opperv lak te  w eers tan d ” had van 120 n Ohm. H et  is merk

w aard ig  d a t  men hier dezellde w aard e  vindt als  die van

van de vrije ruim te1) . Beide vermogens, de straling en de ver
warming, zijn onder de gegeven omstandigheden evenredig aan de op
pervlakte, hetgeen ook geinterpreteerd  kan worden door te zeggen 
d a t  elk „d e e l” van de oppervlakte  een straling a fgeeft  onaf
hankelijk van elk ander deel daarvan .

Genève, Febr. 1950.

l) Z ie  b i jv . : O .  H e a v i s i d e ,  E lectrom agnetic  theory  III,  332  (1902)  
Benn Brothers  L td . ,  L o n d o n ;  herdruk 1922.
J. A. S t r a t t o n ,  E lectrom agnetic  theory, 601, M.c. G r a w  I 1111, N e w  Y o rk ,
1941.
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De krachten tussen twee stroomgeleiders

door B. D. H. tellegen

S U M M A R Y

the forces betw een two steady  currents can be conceived o f  a s  the 
resu ltant o f  fictitious attracting  forces and fictitious couples that the ele
ments o f  current exert on one a n o th e r ; the attracting forces being p r o 
portional to the sca lar  product  o f  the current elements divided by  the 
squ are  o f  their distance ; the couples being proportional to the vector 
product o f  the current elements divided by their distance.

In dit artikel willen wij de krachten onderzoeken welke twee 
gesloten stroomgeleiders, I en 2, op e lk aar  uitoefenen, indien 
daarin  de gelijkstromen en 12 vloeien.

V olgens de w et van B i o t  en S a v a r t 1) b e d ra a g t  de m ag
netische inductie B  die veroorzaak t  w ord t  door de stroom z2

ixo . r d l ' X R
—  f ----47x J K

Hierin is d l2 een lijnelement van stroom geleider 2, opgevat 
a ls  vector met de richting van z2, R  de rad iusvector  van dit 
lijnelement n aa r  het punt w aarin  wij B  willen bepalen, fxQ de 
abso lu te  permeabiliteit van het vacuum (wij gebruiken gerat io
naliseerde G  i o r g i - eenheden).

D e  kracht welke hierdoor op het lijnelement d l x van stroom 
geleider I, met de richting van ix, w ordt  uitgeoefend, b e d r a a g t * 2)

d K  =  i I d f1X  B  , (2)

of met ( 1 )

r) Z ie  bijv. G. J. E l ias ,  theorie 
blz. 220, verg. (25).

2) E l ia s ,  l.c. blz. 260, verg. (99).

van het e lectromagnelisch veld I,
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d  K  =  ^ i ,  i, d l ,X l  dl' X R  .
4 71 J R : (3)

D e  kracht welke de stroom z2 uitoefent op het stroomele- 
ment zx dl\ kan men dus opvatten  als  de som van een aan ta l  
componenten, afkom stig  van de verschillende stroomelementen 
z2 d l^ , ten bedrage  van

d " K  = • • dl* X  (^/2 X A ;)
4 ti

Zi z o (4>

V o o r  twee evenwijdige, gelijkgerichte stroomelementen welke 
lood recht s taan  op hun verbindingslijn leidt dit tot een onder
linge aantrekk ingskracht van de grootte

d 2 K  =  ^  
■ 4  J l

(5)

terwijl twee evenwijdige stroomelementen welke op hun ver
bindingslijn liggen geen krachten op e lk aar  uitoefenen.

D e  krachtsuitdrukking (4), opgesteld  door G r a s s m a n n ,  is 
niet symmetrisch in d lx en d l„  zodat de w et van actie gelijk 
reactie hiervoor in het algemeen niet geldt. H e t  is echter mo
gelijk uitdrukking (4) te vervangen door een uitdrukking w a a r 
voor deze w et wel geldt en welke bij integratie langs stroom geleider 
2 leidt tot dezelfde w aard e  voor de kracht welke de stroom 
z2 op het stroomelement tx d lY uitoefent, dus tot de w aard e  ge
geven door (3). D it  is de krachtsuitdrukking van A m p è r e 1) :

< f K  =  - ^ i ,  i ,  R  \
4  71

2 d l, . dl, _  3 (dl, , R ) ( d l , . R ) I 

R * * 3 * R 5 J ‘
(6)

V o o r  twee evenwijdige, gelijkgerichte stroomelementen leidt 
dit to t  een onderlinge aan trekk ingskrach t van de dubbele 
grootte van (5), indien de stroomelementen loodrecht s taan  op 
hun verbindingslijn. N eem t de hoek tussen de stroomelementen 
en hun verbindingslijn af, dan neemt de aan trekk ingskrach t af,

]) V oor  de afleiding van (6)  uit (4)  zie bijv. H .  D  iesselhorst,  artikel
E lektrodynam ik  in H an d bu ch  der E lektr iz itä t  und des M agn et ism u s ,
B a n d  IV ,  blz. 1 2 8 7 ;  ook afzonderlijk  verschenen onder de titel : M a g n e 
tische F e ld er  und K rä f te .  H istorisch  is de uitdrukking van  Am père de
oudste ; G ra s sm an n  heeft zijn uitdrukking d aaru it  afgeleid.
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w ordt bij een bepaalde  hoek nul en verandert  d a a rn a  in een 
afstotende kracht, welke tenslotte de w aard e  (5) bereikt als 
de stroomelementen op hun verbindingslijn liggen. W e g e n s  dit 
eigenaardige verband en de betrekkelijke gecompliceerdheid 
van uitdrukking (6) heeft de krachtsuitdrukking van Ampère 
zijn belang verloren en is thans alleen nog van historische 
betekenis.

O nderzoeken wij alleen de krachten welke de stroom gelei
ders als  geheel op e lk aar  uitoefenen zonder te vragen  n aar  de 
werkelijke krachten o p  de stroomelementen alzonderlijk, dan 
kunnen wij wel uitdrukkingen afleiden voor de krachten tussen 
twee stroomelementen welke eenvoudig zijn en w aarv o o r  de 
w et van actie gelijk reactie geldt. D a a r to e  gaan  wij van de 
krachten welke de stroom z2 op de stroom i, uitoefent de re su l
terende kracht en het resulterende moment ten opzichte van een 
willekeurig punt berekenen.

Om  de resulterende kracht te berekenen gaan  wij uit van 
uitdrukking (4) en integreren deze zowel langs de eerste  als 
langs de tweede stroomgeleider. W ij splitsen (4) in twee s tu k 
ken met behulp van

d l, X  (d l, X  R ) =  d l,2 (dl, . R ) -  R  (dl, . dl,\) . (7)

Om  het aandeel van de eerste  term van het rechterlid van 
(7) in de resulterende kracht te vinden beginnen wij met langs 
de eerste  stroomgeleider te integreren; wij moeten dus b ere
kenen

f dl, . R  
R 3

=  o .

D e  eerste term van het rechterlid van (7) levert dus geen 
aandeel in de resulterende kracht.

D e  tweede term van het rechterlid van (7) geelt aanleiding 
tot een resulterende kracht

K  — -  —— i, * ,  <f cf
4 n  J  J

( d l , . d Q  R  
R 3

(8)

D  a a r  de integrand symmetrisch is in d l, en d l2 en de rich
ting van R  heeft, kan men deze kracht opvatten als  de som 
van een aan ta l  aantrekkingskrachten  tussen de stroomelementen 
i, dl, en z2 d l2 ten bedrage  van



160 B. D. H. tellegen

d2K  =
fio . . dlx . rf/a

11 z2
4 71

(9)

V o o r  twee evenwijdige, gelijkgerichte stroomelementen heeft deze 
aantrekk ingskracht de grootte van (5). D eze  krach t hangt nu 
echter niet meer a f  van de hoek die de stroomelementen met 
hun verbindingslijn maken. D e  kracht is nul als  de stroom ele
menten loodrecht op e lk aar  staan .

O m  het resulterende moment van de krachten ten opzichte 
van een willekeurig punt O te berekenen duiden wij elk punt 
aan  door de rad iusvector  R 0 uit O n aa r  dit punt getrokken. 
D e  eerste  term van het rechterlid van (7) geeft dan aanleiding 
tot een moment

M  =  —  i, z2 <f <f R rjX  
4 71 J  J

di\ {dl, . R)

R 3
I 2

/fc 
4 71

= -  ~  tlt. è dl, Xf Ro (dl, . R ) 
R 3

( 10)

w aarin  wij w eer  eerst  langs de eerste  stroom geleider integreren. 
N u  is

(dlx . V) ~  = R 0 [̂ dlx .g r a d ( d l x . V ) R Q .

M e t

j  __  __  __

grad — = ------- en (diI . V) R 0 = dlx ,
R  R

welke laa ts te  gelijkheid direct blijkt door tot de coördinaten
schrijfwijze over te gaan, komen wij dus tot

- f
R 0 {dl, .R )  r

R :
+

d  (Ro/R)
dL

— o  .

D aarm ee  g a a t  ( 10) over in

M  = i, (f (f 
4 TT J J

dlx X  dlz 

R
( 11)

I 2

D a a r  R 0 hier niet meer in voorkomt, kan men dit moment op
vatten  als  de som van de momenten van een aan ta l  koppels

welke de stroomelementen ?2 dl̂ , op de stroomelementen tx dlx
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uitoefenen ten bedrage  van

¥ m  =  ^  i t i , d l ' x  dl-*-

D e tweede term van het rechterlid van (7) geeft aanleiding 
tot  een moment d a t  men kan opvatten  als  afkom stig  van de 
aantrekkingskrachten  (9) tussen de stroomelementen en voegt 
dus niets toe aan  de gevonden krachten en koppels.

D a a r  het koppel (12) van teken om draait  als  d lx en d l2 v er
w isseld worden, oefent ixd lx op z2 /̂/2 het tegengestelde koppel 
uit. H e t  koppel is het grootst  a ls  de stroomelementen lood
recht op e lk aar  s taan  en nul a ls  zij evenwijdig zijn. H e t  heeft 
de tendens de stroomelementen evenwijdig en gelijkgericht te 
maken.

Bij vergelijking van (9) met (12) valt  nog op d a t  de kracht 
omgekeerd evenredig met Rd en het koppel omgekeerd even
redig met R  is, zodat bij kleine a fs tan d  de invloed van de 
kracht, bij grote a fs tan d  de invloed van het koppel zal over
wegen. tevens blijkt uit (9) en (12) duidelijk d a t  voor de 
krachten tussen twee stroom geleiders de w et van actie gelijk 
reactie geldt.

W ij  kunnen het re su ltaa t  a ls  volgt sam envatten :
D e  krachten welke twee stroom geleiders op e lk aar  uitoefenen 

kan men opvatten  als  de resultante van schijnbare aantrekkende 
krachten tussen de stroomelementen ix d lx en 12 dl2 , gegeven 
door (9), en van schijnbare koppels welke de stroomelementen 
z 2 dl^ op de stroomelementen i xd lx uitoefenen, gegeven door ( 12 ), 
w aarin  R  de onderlinge a fs tan d  van de stroomelementen is.
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Velden in en om holten in een magneticum, hierop 
werkende ponderomotorische krachten in een mag
netisch veld bij electrische stroom in de holte en 

het bij beweging van de holte optredende
electrische veld

door J. P. Schouten

S U M M A R Y

Som e general propositions are given concerning the electromagnetic field 
in a slot moving in a homogeneous medium in which an arb itrary  external 
magnetic held is maintained.

It  is proved that the total electric field in the slot, moving in a  homo
geneous external held is independent o f  the mhoinogenity caused  by the 
w all  o f  the slot and o f  the size and the shape o f  the slot. the mechanical 
forces  exerted on the slot and electric currents flowing in the slot are 
also given consideration. It is proved that the total mechanical force 
can be calculated  ju st  as  i f  the given current held flowed in the hom oge
neous medium in the given external field, independent o f  size and shape 
o f  the slot.

In de eerste  p aragra fen  van het achtste  hoofdstuk van 
„theorie van het Electrom agnetische V e ld ” , w aarm ede prof. 
E l ia s  een prachtig  N ed er lan d s  handboek op dit gebied heeft 
geschapen, komen beschouwingen voor omtrent de in een ge
leider met cirkelvormige dw arsdoorsnede  (permeabiliteit =  1 ) 
opgew ekte electrische veldsterkte bij eenparige beweging lood
recht op de lengterichting van de cylinder in een homogeen 
uitwendig magnetisch veld. (blz. 187, 8.12 van genoemd w erk) 
D aarb ij  heeft het omringende medium een van 1 afwijkende p er
meabiliteit fx. Prof. E l ia s  m aak t  aannemelijk, d a t  het in de ge
leider optredende electrische veld kan worden berekend onder 
negatie van de door de geleider in het magnetisch veld ver-
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oorzaakte  inhomogeniteit. H ierm ede hangt samen het in § 8.151 
op blz. 201 behandelde probleem betreffende de ponderomo- 
torische kracht werkende op een stroom geleider in een boring 
binnen een magnetisch medium. V o o r  het bijzondere geval van 
een cirkelvormige geleider w ordt aangetoond, d a t  deze kracht 
deze lfd e is a ls  voor het geval, d a t  het magnetische veld door 
de boring niet w as  vervormd.

In de navolgende beschouwingen zal een streng bewijs worden 
geleverd voor hiermede verband houdende algemene stellingen. 
In de eerste  p laa ts  zullen we bewijzen, d a t  de beide hierboven 
vermelde stellingen voor cirkelvormige boringen, eveneens gelden 
voor boringen met willekeurige dw arsdoorsnede  bij willekeurige 
w aard e  van de permeabiliteit van het homogene medium in de 
boring. U it  de gang van het bewijs blijkt, d a t  het mogelijk is 
ook stellingen uit te spreken voor het geval, d a t  het uitwendige 
ve ia niet homogeen is. V o o r  de krachten, werkende op stromen 
in holten kan zells worden bewezen, d a t  de stelling geldt voor 
een niet homogeen uitwendig veld voor een willekeurige stroom- 
verdeling binnen de holte.

V o o r  de te voeren bewijzen zijn voorbereidingen nodig en 
w ordt tevens van een aan ta l  stellingen uit de veldentheorie 
gebruik gem aakt. V o o r  de minder bekende zijn in het bijge
voegde aanhangsel de bewijzen kort aangeduid en de meer 
bekende slechts vermeld.

D e  voorbereidingen hebben hooi dzakelijk betrekking op de 
relaties der velden, welke optreden om en in een holte met 
homogeen medium (permeabiliteit fi2) in een homogeen magne
tisch medium met permeabiliteit fiY .

V oor  zover de schrijver bekend, zijn de vermelde stellingen 
en bewijzen nieuw. 1

1. Velden ui en om een holte in een niagneticum.

W e  beschouwen een homogeen medium met permeabiliteit juz 
en daarin  he ersend een magnetisch veld H u. O m trent de bronnen 
en /of w ervels van H u veronderstellen we slechts d a t  ze buiten 
het beschouwde gebied liggen.

D e  h iermede samenhangende electromagnetische inductie kan 
dan gevonden w orden uit de betrekking :

B  u — H u ( I )

In het medium w ord t  nu een holte gem aakt, gevuld met een
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medium met permeabiliteit ju2. H ierdoor w ord t  het veld H u v e r
stoord. D e  dan optredende velden in media I en 2 geven we 
resp. aan  met: H lf B lf H 2f B 2 . H iervoor  ge ld t :

B ï =  fjij H I B 2 =  fi2 H 2 (2)

O p  grote afstanden van de holte, doch nog binnen het b e 
schouwde medium moet g e ld en :

H x -> Hu B * -> Bu

V e rd e r  moeten de velden B lf H lf B 2 en H 2 voldoen aan  de 
continuïteitsvoorwaarden o p  het grensvlak  tussen de media I 

en 2, d.i. de w and van de holte.
Noemen we de eenheids vector n in elk punt van de w an d  

positief in de richting van 2 n aa r  I, dan geldt voor de electro- 
magnetische inductie :1)

B ni — B n2 ol B j . n — B 2 . n

of n . (B\ -  B 2) =  o (3)

V e rd e r  moet de tangentiële component van H  continu door 
genoemd grensvlak  gaan, hetgeen voert tot de v o o r w a a r d e :

n X  (H 1 — H 2) =  o of n X H x =  n X  H 2 (4)

D  a a r  steeds ge ld t:  V . B — o en door de homogeniteit van de 
media daarin  ook steeds V X  B  — o moeten de w ervels  van B  
gezocht worden op het grensvlak  van de media I en 2 . W e  
vinden dus, d a t  het i?-veld (B 2 binnen de holte, B ï er buiten) 
bep aa ld  w ordt door een oppervlakte-w ervellaag . D it  is een ge
volg van het feit, d a t  de tangentiële component van het Z?-veld 
aan het grensvlak een sprong vertoont.

D e w ervelsterkte  bedraagt ,  zoals b e k e n d :

K = n X ( B x -  B 2) (5)

H e t  door deze wervels veroorzaakte  ve ia noemen we in medium 
I \ B lx en in medium 2 : B /2 en dit veld denken we ons gesuper- 
poneerd op het oorspronkelijk  aanwezige B  -ve ld, d a t  is B u . 
D a n  moet dus g e ld e n :

B x = B u -{-Bh , B 2 = B u -\- B {2 (6) 1

1j D e  in het volgende gebezigde  vergelijkingen zijn alle geschreven in 
het gerationaliseerde eenheden-stelsel volgens Giorgi.
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D a t  de vergelijkingen (6) ju ist  zijn, zal nog blijken, a ls  we 
trachten het //-veld  te berekenen,

V o o r  K  uit (5) kunnen we met behulp van (2) en (4) schrijven :

K  — n X  (/ij H t — fi2 / / 2) =  {xl n X H ï — ju2n X  H 2 — n X  //2 — u2) =

»  X  2?, (7)

M e t  behulp van bekende stellingen uit de vector-analyse  
kunnen we nu schrijven:

B 2I =  —----— V / X  / ——— - d o  (stelpunt in medium 1 ) (8)
4 tt: J  r

o

w aarbij  de integratie over de w and van de holte is u itgestrekt 
en v ,  aangeeft,  d a t  de differentiaties n aa r  het stelpunt /^ moeten 
w orden uitgevoerd. O p  dezelfdè wijze ge ldt:

J. P. Schouten

Bi B“2 

4  b ?
v , x

'  «  X d  o
r

O

stelpunt in medium 2) (9)

M e t  behulp van de stelling van G au sz  (vergelijking (A — 3) 
in het aanhangsel)  kunnen we nu (8) en (9) herleiden door de 
oppervlakte-in tegraa l om te zetten in een volume-integraal en 
daarbij rekening te houden met het feit, d a t  in medium 2 geldt: 
V X  B 2 =  o. W e  vinden d an :

Bi î2
4 Ji ju2

holte

d V  =■ Bi B"2 
471 [A2

V , X  I
t/

holte

X B 2d V

(V0 geeft differentiaties n aar  de integratie-variabelen aan)

V e rd e r  is :

-  £ — ^  V / X  / ï v X  X  B t d V  =
4^/M, J Av

fh— ^  V / X
4 ^  B -2

B2 B l
4 71 î2

(11)

K rach ten s  de stelling van P o i s s o n  ge ld t:



Velden in en om holten in een magneticum 167

d V  =  -  4  n B ,

V

zodat we tenslotte v in den :

(stelpunt in medium 21),

Bh  =  — t l  V/ (Vp. f  —  d v \  +  ^ B q ( 12 )
4 ™[a* \ J r I P*

v

V o o r  B ix verloopt de herleiding op analoge wijze, doch d a a r  
thans het stelpunt in medium I ligt en de integratie over de 
holte (medium 2 ) w ordt  u itgestrekt, levert de stelling van 
P o i s s o n th a n s :

v: 'B,
d  V — o , zodat

B i i =

v

4- 71 [Ar

(13)

V

( 12 ) en (13) w erden afgeleid uit (4) en (5), dus met behulp 
van de w erve llaag  van B.

H e t  //-ve ld  kan nu w orden verkregen uit de optredende di- 
vergentie laag  met behulp van (3).

V o o r  de divergentiesterkte o in de laag  geldt :

om =  n . (H t -  /72) (14)

dus
B1

[Ai
— n . B i -----n . B 2
[ij y££2

=  n . B ,
[A% [Ai

[Ai |W2

Noem en we de in medium I, resp . 2 optredende magnetische 
veldsterkte  ten gevolge van de d ivergentie laag resp. //), en / / f-2, 
dan g e l d t :

om d  o 

4 7i r
(stelpunt in medium 1 ) ( 1 b)

om d  o 

4 ie r
(stelpunt in medium 2) (17)
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H h =  -
Zj- ŷ I

^  ^  vJ( v 0 . - 2U f =  ^  *
4 n g* g.

v

Vj> / (V j>-) 
471 g x g 2 J  \ r

V

g  2 /^] 'A
-  V̂ s V , .  I — d V \  (stelpunt in medium 1 ) 0 $)

4 J t g 1 g 2 \ j r
v

V o o r  H i2 geldt dezelfde uitdrukking met het stelpunt in 2. 
M e t  behulp van (18) kunnen nu ( 12 ) en (13) w orden herleid :

B{i  — g i H ix en

B — gi Hi2 +  (g? /^i) IB
(19)

D  a a r  tenslotte : //2 =  H u 4- H {2 vinden we

Bi* — gi Hi2 4- (/^2 /^i) ( V « 4  H{2) — fi2 Hi2 +  (^2 — H u

/̂ 2 (-̂ Ẑ2 4“ B̂tl) Hu — g2 H2. g I H u — B2 Bu

of B 2 — Bi 2 +  B u .

Hierm ede w ordt  dus de tw eede vergelijking van (6) beves 
tigd.

Stellen we, ter  vereenvoudiging van de schrijfwijze :

i I B 2
4 7i j  r

v
d  V — potv Br

dan kunnen we voor ( 12 ) met behulp van (6) schrijven

B {2 =  —--- — g ra d d iv p o tv B 2 4- —----— ( i>22 4- i>„)

o f :

a
JUr

- B i2 =

gr

g 2 gj
g 2

g.

g r  a d  divpotv (B i2 +  i?w) +
g 2 — g

gr - B u

B i2 =  —---— g r  a d  div potv (B i2 4- i?w) 4- —---- —
gi
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B i  2 — —— — g r a d  div potv B i2 — —---— g r  a d  div potv B u +
gx gx

+  ^  ~  ^  Bu (2 1 )

(2 1 ) is een integro-differentiaalvergelijking w a ard o o r  B {2 w ord t  
vastge legd  bij gegeven veld B u .

V o o r  het geval, d a t  B u een homogeen veld voorste lt  en de 
holte de vorm van een tw eede-graads  oppervlak  (ellipsoïde en 
ontaardingen) heeft, kan met behulp van (21) het veld B z-2 w o r
den berekend. V o o r  andere gevallen zal het probleem w el op 
grote mathematische moeilijkheden stuiten.

§ 2. H et eleclnoche veld ui een holle, indien deze zich mei een
constante onelheid w beweegt.

V anzelfsprekend  w ord t  verondersteld, d a t  de snelheid zo ge
ring is ten opzichte van de lichtsnelheid, d a t  het veld in en om 
de bewegende holte op ieder ogenblik voldoet aan  de in § 1 
afgeleide betrekkingen voor st i ls taande  holte.

D e , op een proeflading in de holte werkende, kracht w ord t  
b ep aa ld  (bij atwezigheid van electrische ladingen) door de 
Lorentz-kracht en door de electrische veldsterkte  welke volgt 
uit de inductiewet.

V o o r  de Lorentzkracht per eenheid van lading ge ld t:

K l =  w X  B 2

D e  inductiewet luidt:

\ 7 X F  = d B

d t

en geldt voor elk st i ls taand  coördinaten-systeem.
D e totale  kracht per eenheid van lading w ord t  dus :

K  — w X  B 2 +  F

O n d er  B  in (23) hebben we te v ers taan  de totale  in een be
p aa ld  punt van het vaste  coördinaten-systeem optredende elec- 
tro-magnetische inductie.

B  is dus het veld, d a t  in de holte w ord t  voorgesteld  door 
B 2 en daarbuiten  door B j .
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W e  kunnen dus stellen (zie (6) § 1) :

£  =  B U +  B i  (25)

w aarb ij  B { sam envalt  met B i2 in de holte en met B ix daarbuiten .
H e t  totale  7?-veld is dus ontstaan  door superpositie  van twee 

velden, B u en B if w aarbij  B u a fkom st ig is van, buiten het be
schouwde gebied gelegen, st i ls taande  w ervels  en B i v eroorzaak t  
w ordt door de discontinuïteiten aan  het grensvlak  van de holten. 
D it  laa ts te  i?,-veld bew eegt dus met de holte mede en kan 
daarbij ,  d aa r  omtrent B u niets is verondersteld , van gedaante  
veranderen, doch voldoet op elk moment aan  de in § 1 a fg e 
leide betrekkingen.

W e  merken op, d a t  voor het geval, d a t  B u een homogeen 
veld zou zijn, B i  in onveranderlijke gedaante  met de holte mede- 
beweegt.

N a  deze voorbereiding kunnen we nu v a s ts te l le n :

d B  d B u t 'èBj 

d t d t dt
(26)

2) Stellen we voor een met de holte meebewegend coördina
ten stelsel de verandering van B i  per tijdseenheid voor door

d~B'---- - (rechte d 's ! )  dan geldt, zoals we gemakkelijk inzien:
d t

d  B i d B i , s~7\ z?---- =  -- -----h (w  . V) B i
d t  dt

3) D a a r  w constant is en V . B i =  o kan voor de la a t s t  ge
vonden uitdrukking ook w orden geschreven :

d B - dB- — —
——— =  —— +  V X ( A X  IV)
d t  dt

of  ^ ' ï v x ( B i X  W) (27)
dt d t

4) Hiermede w ordt dus (23) :

V X F  =
d B

V X ( B i X  w )
dt d t

(28)
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5) V e ra n d e r t  B u niet met de tijd en is dit veld bovendien

homogeen, dan is ^  =  o e n ^ '  =  0 , V X f  =  V X ( 5 ,  X  w )  
5 l t  d t

en dus, d a a r  geen electrische ladingen aanw ezig zijn :

F  =  A X  w , dus in de holte F  — X  w .

D a n  gee ft  (24)

K  =  (w  X  i>2) +  B i2, X  w — w  X  7?« (29

D it is dezelfde kracht per eenheid van lading {veldsterkte) 
als in het geval, dat in het geheel geen holle aanwezig is.

6) V e ra n d er t  niet met de tijd en is dit veld niet homogeen,

j  d B i
dan is ---- =  O e n ------7= O en dus

d t d t

v  X ^ =  -  —  +  V X  ( B i X I V )
d  t

_  ̂Jd x
D a n  w ordt  K  =  W X .B U +  F 1 , w aarbij curl F 1 = ------- -(30)

M en kan zonder veel moeite aantonen, d a t  (27) 

geldt voor een roterend systeem , indien we onder

eveneens
d B i

ver-
dt

s taan  de verandering van Bi per tijdseenheid ten opzichte 
van een mederoterend coördinatensysteem . H e t  bewijs hier
van in extenso zou echter te veel p laatsruim te vergen en 
w ordt  derhalve achterw ege gelaten.

§ 3 . De pondero-motorische kracht, werkende op een holte, liggend 
in een uitwendig veld H u (B 7e) , indien in de holte een electnsch

stromingsveld s bestaat.

B e s t a a t  in de holte een strom ingstoestand, welke we w eer
geven met de stroom dichtheidsvector s , dan ligt het voor de 
hand, de in media I en 2 optredende velden B  en H  in drie 
delen te splitsen.

O m trent het magnetische veld H  kunnen we zeggen, d a t  dit 
u iteenvalt in H n, het uitwendige magnetische veld, het v e l d / / 2I, 
a fkom st ig van het discontinuïteitsvlak, zijnde het grensvlak  tussen



172 J. P. Schouten

H x

V X Ä

B r

de media I en 2 en tenslotte het veld H s , a fk om st ig  van de 
strom ingstoestand  in de holte. V o o r  de media I en 2 gelden 
dus (met voor de hand liggende notatie)

— H u 4- H ix 4- H S1 H i — H u -f H {2 +  H S2

=  V  X  H „  =  o V X ^ 2 =  V X f t 2 =  7

=  JUi H r

— i 77w -(- Hh 4~ 4ij -HSI 

=  B u 4- B i i  +  B S1

B 2 — ju2 //2 =  jbi2 H u +  yU2 H i2 +  /̂ 2 H S2

-- fJ'I B ijl 4“ (/^2 4^1 ) H u  4~ 4̂ 2 H i2 4- ytt2 H S2

— B u 4- B i2 4- B S2 (31)

D e  pondero-motorische kracht, werkende op de stroming in 
de holte: Kps w o rd t  gevonden uit:

K „  =  ƒ ( s X B 2) d V  (32)
V

D e pondero-motorische kracht per eenheid van oppervlak  van 
het grensvlak  kan w orden gevonden met behulp van de M ax- 
w ell ’se spanningstensor.

Stellen  we :

Tx = H 1( n .B 1) - l n { H x. B x)
2 (33)

f 2 =  H 2 (n.  B 2) -  1 n (H 2 . B 2)

dan is de pondero-motorische kracht per eenheid van oppervlak  : 
( J \  — Tv) en dus de totale  pondero-motorische kracht op het 
oppervlak  :

f ( f r  -  T v )  dO 
o

D e totale  pondero-motorische kracht op holte plus grensvlak  
kan dus w orden bep aa ld  door de uitdrukking:

K P =  ƒ ( 7 X  B.) d V  +  ƒ ( f x -  T,) (34)
V  o

W e  beschouwen e e r s t :  J Tv d o .  M e t  behulp van (33) her-
o

leiden we deze integraal a l s  vo lgt :

\ T 2d o  =  ƒ  {H .; (n. B .) d o

=  \ j  { H 2 (n . B 2) +  B 2 (n . H 2) -  n (H 2 . B 2)}  d  o
o

o
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M e t  behulp van (A — 7) (zie aanhangsel)  kan deze oppervlakte- 
integraal worden omgezet in een volume-integraal. W e  vinden:

•ƒ 7;  d o  = i  / ' { (V X  f f ,)  X  B , + ( V X B ,)  f f ,  (V . B ,)  +  (V . H ,)  }  d
3 V

=  ƒ (s  X  B 2) d  V (35)
V

D it  gesubstitueerd  in (34) g ee lt :

K P =  ƒ B d o (36)

hetgeen we ook onmiddellijk hadden kunnen vinden door te be
denken, d a t  (36) de pondero-motorische kracht op holte en 
grensvlak  tezamen voorstelt.

H e t  komt er nu verder op aan. de uitdrukking voor (35) te 
herleiden.

N u  w ord t  J \  door (33) gegeven en daarin  kunnen we de 
w aard en  voor H x en B 1 , zoals deze door (31) worden gegeven, 
substitueren, dus :

T x — (h u +  H ii +  H s 1) { f t . {B u +  B t-j ■+■ B S1)}  — ^ n \  H U +  +

+  Bfsl) . (JBU +  B ii +  B sl) ^ j

=  {H u(n . B n) -  \  n (H u . B u)}  +  { ï f it (n . B {l) - \ n ( H u . B ;i) }  +  {H S1 ( ü .  B S1)  -  I

-  i ü ( j ï „ . B tt) } [U t

-f yHu (71. B / t) -f- H ix (n . B u) — 2- n (H u . B ^  +  7/Z I . B u)}  -f- \H U (n . B SI) +  1

+  H SÏ (n . B n) -  \  11 (H u . BSI +  H SÏ . B u) }  1

-4- {H il ( n .B sl) +  H S1 {7i .B i ,)  - \ ti {H i l . B S1 + H s l .B i l ) }

D e  oppervlakte-in tegraa l van 7\ over het grensvlak  v a lt  op 
deze wijze uiteen in zes delen, w aarv an  alleen het vijlde deel 
een van nul verschillende w aard e  zal blijken op te leveren.

O m  dit te bewijzen merken we in de eerste  p laa ts  op, d a t  
we het oppervlak, w aaro v er  we / 7\ d  O bepalen willekeurig

o
mogen laten uitzetten, mits slechts het grensvak  tussen de media 
1 en 2 er geheel binnen blijft. D it  is het geval, indien we a a n 
tonen, d a t  / Ti d  O over een oppervlak, zó gekozen, d a t  het hier-

o
door omvatte volume geheel in medium 1 ligt, de w aard e  nul 
oplevert. N u  is, d a a r  medium 1 homogeen is en in dit medium 
zowel V X  H x — o als ✓ . H x =  o :
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'T, d o  =  ƒ {77, (n . 7?,) -  |  n (7 7 ,. B i) }  d o  =  ƒ (7 7 ,(n . 77.) -  n

=  fx, ƒ {(V  X  77,) X  H i +  (V  . H )  H i } d V = o
V

Bij de laa ts te  overgang is van stelling (A — 8) gebruik gem aakt.
D a t  de eerste term van (37) nul oplevert, zien we, los van 

de laa ts te  opmerking, direct in door te bedenken, d a t  B u in 
medium 1 én 2 gedefinieerd is door de betrekking B u =  jux H u 
en stelling (A — 8) toe te passen . D a a r  zowel 7  X  / / „  =  o als 
V . H u — O is in het beschouwde gebied, levert de volume-inte- 
g raa l  derhalve de w a a rd e  nul.

D a t  de tweede term nul opleveren moet, is op physische 
gronden zeer plausibel, d a a r  het de kracht voorstelt, welke de 
oppervlakte-divergentie laag van het / /-ve ld  op het grensvlak  
op zichzelf uitoefent. M ath em at isch  zien we dit in, door het 
vlak, w aaro v er  we integreren, zodanig uit te zetten, d a t  alle 
punten hiervan op a fstanden  van de holte komen te liggen, 
groot ten opzichte van de afmetingen van de holte. U i t  (18)

volgt, d a t  //Z2 <7 —3 indien R  de gemiddelde a f s tan d  van een

bep aa ld  punt van het integratie-oppervlak  tot de holte voorste lt  
en A  een van R  onafhankeli jke grootheid. D a a r  de opperv lak te  
van het integratie-oppervlak  (b.v. een grote bol met middel
punt in de holte) evenredig met R 2 stijgt, geldt voor de integraal 
van de tw eede term, d a t  deze voor toenemende R  evenredig 
met l /R 4 afneemt.

H iertegenover s taa t ,  d a t  de integraal van de tweede term 
bij het uitzetten van het integratievlak  niet veranderen kan, 
d a a r  V X  H ix =  O en V . =  O (in medium 1 ), derhalve heeft
bedoelde integraal de w a a rd e  nul.

Analoge overwegingen en schattingen leiden tot de conclusie, 
d a t  ook de derde, vierde en zesde term van (37) de w aard e  
nul opleveren.

W e  komen dus tot het resu ltaa t ,  d a t  de gezochte pondero- 
motorische kracht gevonden kan w orden uit:

Kp, =  /  { H u (n . B Si ) +  H sl (n . B u) -(Hu . B st +  H i . ) }  d  o (38)
o

D a a r  in medium 1 geldt : B S1 =  jUi H S1 en B u — /Uj H u kan 
hiervoor ook geschreven w orden :

K Pi =  / {/>’„ (u . H sl) +  H Si (n . /»„) — 11 {Bu . H SI) }  d  o (39)
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en krachtens stelling (A — y) :

K „  =  ƒ {  (V  X  5 „ )  X  +  ( V X  f t , ) X  t  4  (V  . f t . ) +
v _  — O u)

+  H SI (V  . B u)}  d

D a a r  nu V X  B n — O , v . H S1 =  o , v . B u =  o en V X  =  s
vinden we ten slotte :

K f, — f  (s X. B ,) d  V .(41)
V

D a a r  alleen in de holte een stroming optreedt, kan de vo- 
lume-integraal tot de holte w orden beperkt.

W e  zien dus, d a t  we voor Kps dezelfde w a a rd e  krijgen, als  
die, wctke op zou treden, indien cjeen inboinogemteit aan het grenoolak 
van de holte aanwezig ware.

M en zou, de gehele bewijsvoering overziende, de tegenwerping 
kunnen maken, d a t  in die gevallen, w aarin  de w ervels van B u 
tamelijk dicht bij de holte liggen, men voor de vierde term het 
integratie-oppervlak niet onbepaald  kan  laten uitzetten, zonder 
w ervels  van B u te passeren . N a d e r  onderzoek leert echter, dat, 
indien B u in de holte homogeen is, men, zonder van dit uitzetten 
gebruik te maken, kan aantonen, d a t  de bijdrage van de vierde 
term nul oplevert. W e  zullen dit hier niet verder vervolgen.
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Aanhangsel.

a. De stelling van G aiu z  gedaanten.

D e  in § 3 gebezigde integraal-theorem a’s steunen alle op de 
stelling van G ausz .

V o o r  een scalar-veld  g e ld t :

[ n p  do  =  ƒ (V / )  d V  (A  -  [)
o v

Kiezen we voor p  achtereenvolgens a x, a 2 en a 3 (kentallen 
van vector-veld a  =  a i i 1 +  a 2 z2 +  a 3 i3), vermenigvuldigen beide

leden van elk der vergelijkingen sca la ir  met resp  i Jt i2 en i3 en 
tellen we op, dan komt e r :

f n . a  do — I (V  . a) d V  (A ~  2)
o" v

Vermenigvuldigen we de vergelijkingen vectorisch (rechts) met 
respectievelijk i1, i2 en i3, dan ge ld t:

[ n X a d o = f ( V X a ) d V  (A  -  3)
o V

Stellen we in (A  -  2) :  a  — q p ,  dan  m oet:

I q (n • P) do  =  / (p . V) q d  V +  f q ( V . ƒ )  d  V (A — 4)
o v v

. Indien voor q achtereenvolgens genomen w ord t  q 1 , q̂  en <73 
dan geeft vermen igvuldiging met resp .  iz, u  en i3 en optellen :

[q  (n .p )  do =  i (p  . V) q d V  +  f  q ( 7 . p ) d V  (A — 5)
o F  V

/3. 1ntegraaltheorenidj , Dan belang voor krachtwerking

a  X  ( V X  b) — \7t,(a . b) — (a  . V) £

b X  (V X  <?) =  V« (a  . <£) — (J? . A ) <3

^ X ( V X l )  +  W ( V X ^ V  ( *  . b) — (a . V ) 7  -  (£ . V ) «  ( ^ - 6 )

ƒ { «  X  (V  X  3) +  b X  (V  X  a ) }  =  ƒ V  («  . b) d V  -  ƒ («  V) b d V  -
V  V V

- S ( P -  V
V

Herleiding met behulp van (A  — 1 ) en (A — 5) gee ft  voor het 
tw eede l i d :
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ƒ n (a . b) do -  j b (n . à) do  +  j b (V  . a ) d V  — j a  (n . b)d o  +  f  a(X7 . b ) d V
o o V  o V

•• / { ( V X l ) X ä  +  ( V X â ) X à } d V  +  / { â ( V . à )  +  â ( V  . ä ) } d V
V  V

— / {^  (n • a )  +  a  (n . b) — n (a  . £)} — 7)

V o o r  a  — b g a a t  (A  — 7) over in:

f{(V  X  tf) X  4- (V  . a) a )  d V  — J { a  (n . a) — \  n (a  ) } d o  (A  — 8)
F o
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De inwendige weerstand van een penthode

door J. L. H. Jonker

S U M M A R Y

The phenomena determining the internal resistance o f  a  pentode are 
studied. F o r  output pentodes the electrostatic influence o f  the anode 
voltage on the cathode current a p p e a r s  to be the main cause.  F o r  high- 
frequency pentodes two further causes  are

1° the prim ary electrons which are repelled in the neighbourhood o f  
the suppressor-grid  w ires  and ab sorb ed  b y  the screen grid, and

2° the reflected electrons from the anode wh ich can p a s s  the su p p re s 
sor grid and reach the screen grid.

A s  both phenomena depend on the electrode voltages, the current 
distribution betw een screen grid and anode is affected by  anode-voltage 
variation.

Ben van de vele fundamentele onderzoekingen van Pro f. 
E l i  a s  is gew eest  zijn berekening van het electrostatische veld 
van een triode. In verschillende publicaties over de werking 
van electronenbuizen is nadien van deze berekening, direct of 
indirect, gebruik gem aakt. D it  is eveneens het geval in de vol
gende an a lyse  van de verschijnselen die tezamen de inwendige 
w eerstan d  van een penthode bepalen.

Inleiding

Volgens definitie is de inwendige w eerstan d  van een penthode

R* = 'è V a \
d I a / V i , 2,3 constant

w aarin  Va de anodespanning, V1) 2,3 de spanning van de ver
schillende roosters ,  genummerd van de kathode af, en I a de anode-
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stroom is. Z ou  de kathodestroom  Ik zich in een vaste  verhou
ding over de scherm rooster en de anode verdelen, zodat  1 a =  p  1k , 

dan zou dus

1--- — P ------
R i  è V a

zijn. Bij verandering van V a  verandert  echter de potentiaalver- 
houding in de buis, w a a rd o o r  ook de stroomverdeling p  een 
functie w ord t  van Va • D a n  is

*  !a  =  *  h
d V a P  d V a

+  Ik
d p

VVa  *

^Ve kunnen dus de inwendige w eerstan d  beschouwen a ls  te 
zijn sam engesteld uit een deel d a t  veroorzaak t  w ord t  door de 
verandering van de kathodestroom  ten gevolge van de electro- 
statische doordringing in het v lak  van de stuurrooster ,  en uit 
een deel d a t  o n ts taa t  door de verandering in de stroom verde
ling :

I I I
—  = --------- H------------ .
R i  R i ,  el. st. R i , str. v.

V erandering  in de stroom verdeling van de primaire electronen 
bij verandering van de anodespanning kan ontstaan  1 ° door 
verandering van het aa n ta l  primaire electronen d a t  de scherm
rooster  direct treft, 2° door verander ing van het aan ta l  electronen 
d a t  vóór de rem rooster  omkeert en door de scherm rooster w o rd t  
opgenomen en 3° door verandering van het aan ta l  gereflecteerde 
electronen van de anode d a t  de rem rooster  kan passeren  en 
door de scherm rooster w ord t  opgenomen. W e  zullen eerst  de 
eerste term aan  een onderzoek onderwerpen. I.

I. De invloed van de eleclroolalióche doordringing

d V a )  Ik  constant

D e  electrostatische doordringing van de anode in de eerste  
rooster  is gedefinieerd als

D a i —

en de kathodesteilheid als

Sk —

H ieruit  volgt

I d l k

è l i
d V j  V a constant

R
=  p

i, el. st. d Va
=  p D ai ---— =  P Rai Sk

* K
D  SJ-y ai Ĵa •
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D e K i, eist. van een buis kan dus b tp a a ld  worden door het 
meten van de anodesteilheid S a en het berekenen van D ai uit 
de geometrie der electroden. H iertoe m aakt  men gebruik van 
een van de bekende formules voor de doordringing D  van een 
massieve electrode in een rooster  J), benevens van de formule ~) 
voor de effectieve potentiaal V'e in een rooster  gelegen tussen 
twee andere electroden. V o o r  rooster  2 gelegen tussen de roosters  
1 en 3 luidt deze laa ts te

k 2 -f D l2 Vei 4- D  32 V , 

i +  D 12 +  D 3 2

V o o r  een penthode krijgt men dan voor de drie roosters  
drie vergelijkingen met als  drie onbekenden Vei , Ve2 en v n . 
H ieruit kan men Vei oplossen uitgedrukt in VIt V2) V3, Va
en de verschillende D 's. D ai vinden we hieruit door V1 n aa r  
Va te differentiëren, w aarbij  we Vei constant houden (R  con
stant). N a  enig omwerken w ordt dit

I I  ai =
IIo. \ H 32 II(12

(14- Z?23 + II<13) (ï + K ï2 + H32) — D32 D23

In enkele gevallen, w a a r  de D 's 1 zijn, kan men dit ver
eenvoudigen tot

D ai
I I 21 I I '32 I I (12

I +  D l2 +  I I23 +  ^32 +  Ka\
II21 K  32 II(12

O p  deze wijze is de R ;)e/.st. berekend voor enige eindpenthoden 
en voor enige hooglrequentpenthoden voor ontvangdoeleinden en 
vergeleken met de gemeten R i (zie tabel I).

T abe l  I

V, v a A * X R i, el. st. R i g e m e t e n

E L 3 — 6 V 250 V 250 V 9 m A /V 36 mA 60000 Ü 50000 Q
E L  50 - 3 5  V 425 V 400 V 4 m A /V 22,5 m A 49500 ü 50000
E F  50 - 2  V 250 V 250 V 6,5 m A /V 10 mA 6,1 M 1 M n
E F 6 - 2  V 100 V 200 V 1,8 m A /V 3 mA 13,6 M Ö 2 M n
A F  7 - 2  V 100 V 250 V 2,1 m A /V 3 mA 16,8 M  Ü 2 M n

H ieruit  volgt, d a t  bij eindpenthoden de R i voornamelijk b e 
p aa ld  w ord t  door de R i , ei.st . • Bij hoogfrequentpenthoden blijkt
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het effect der stroomverdeling te overheersen. W ij  zullen nu 
de verschillende effecten die tot deze stroomverdeling kunnen 
bijdragen aan  een onderzoek onderwerpen.

II. DirecLc ótroo mop neming van de écbermroovler

A fhankeli jk  van de lading van de roosterdraden  zullen de 
banen van de electronen, die zich in de richting van een rooster  
begeven, van de roosterdraden  a f  of n aar  de roosterdraden  
toe worden gebogen. D e directe stroomopneming van een scherm- 
rooster  uit de kathodestroom  hangt dus van de lading der 
roosterdraden  a f  en deze verandert  door verander ing van de 
anodepotentiaal. Indien we de zijdelingse afbuigingen in de eerste 
rooster  verwaarlozen, kan de directe stroomopneming van een 
vlakke scherm rooster berekend worden met behulp van de be
trekking ,])

vn - v2
2 Ve2 ln

d

2 n  c

t

(d  =  spoed, c =  s t r a a l  roosterdraad ) .
D e  effectieve potentiaal Ve2 in de scherm rooster kunnen we 

berekenen volgens de boven aangegeven wijze. H ieruit  volgt

d  F"P2 D 39 ^

d  Va ( 1 +  A a  +  ^ 32) ( 1 +  A 3 +

Toeneming van de stroom n aa r  de scherm rooster g a a t  ten 
koste van de anodestroom en omgekeerd, zodat de inwendige 
w eerstand  die hierdoor o n ts taa t  gevonden kan w orden uit

I d l ,  _ d

Rt, sir . v. I dVa d  V

C 1 / v 2

-^32 • V 0-2, • bk •
d '  \1  y 3 v 61

(

(1 +  D 12 +  0  +  -̂ 23 +  ^ « 3) \

d  Veg 

dV a

V o o r  de E F 5 0 ,  de E F  6 en de A F  7 vinden we op deze 
wijze bij de instelling volgens tabel I een R i,str.v.i gelijk aan  resp. 
6d, 77,5 en 72,5 M  Q, w aaru it  blijkt, d a t  dit verschijnsel slechts 
een onbelangrijke bijdrage levert tot de inwendige-weerstandcom- 
ponent ten gevolge van de stroomverdeling.
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I I I .  'o o moerde ling door electronen, die vóór de draden oan de
remrooster terugkeren

A l s  de electronen de schermrooster gepasseerd zijn, komen 

ze voor de remrooster. E e n  vlakke rooster, gelegen tussen een 

vlakke schermrooster en een vlakke anode, kan nu een elec- 

tronenstroom, die zich van de schermrooster n aar de anode 

begeeft, sturen op de volgende wijze. A V o rd t  de rooster nega

tief gemaakt, dan ontstaan om de roosterdraden delen van het 

potentiaalveld, die negatief zijn t.o.v. de kathode. D eze  delen 

zijn voor electronen ondoordringbaar. Bij meer negatieve poten

tiaal zal het positieve deel van het potentiaalveld tussen de

h
Is

~r~
Fig .  1.

M etingen op het rubbervel ter controle van  de bij de berekening 
gem aakte  onderstelling =  — 2 X o ) /d .

roosterdraden kleiner worden, w a a r d o o r  een kleiner deel van  

de electronen die zich n aar deze rooster begeven, zal w o rd en  

doorgelaten. Is de veldsterkte aan beide zijden van de rooster  

gelijk, dan zal, zoals uit metingen met het rubbervel blijkt (fig. 1),  
van de aankomende electronenstroom I s het deel I a dat w o rd t  
doorgelaten practisch recht evenredig zijn met de breedte van  

het positieve deel ( d  -  2 x 0) van het potentiaalveld, gelegen in 

het vlak van  de rooster ( d  =  spoed, 2 x 0 — negatief deel)1).
E e n  remrooster bevindt zich echter steeds op kathodepoten-  

tiaal, zodat op deze wijze geen sturing kan plaatsvinden. D e  

electronenstroom I s evenw el passeert, gerekend van de kathode
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af, de stuur- en de schermrooster. In deze roosters w orden  de 

electronen uit hun baan  afgebogen 8). Z e  verliezen dus snelheid 

in de richting van de remrooster. V o o r  de doorgang door de 

rem rooster is het voor deze electronen als stond de rooster op 

een negatieve potentiaal, zodat een deel teruggestuurd w o rd t.  

D  oor verandering van de anodespanning veran d ert  ook het 

potentiaalveld in de remrooster, w a a r d o o r  het aan tal terugge

stuurde electronen verandert. E r  vindt hierdoor een verandering  
in de stroomverdeling plaats, die w e  nader zullen onderzoeken.

leneinde deze stroomverdeling te kunnen berekenen moeten 

w e  het electrostatische veld van een rooster kennen. H iertoe  
gaan w e  uit van de in de aanhef genoemde berekening van  

E l i a  s 5), w a a rin  van  een cylindrische triode met een rooster  

bestaande uit aequidistante ringen w o r d t  berekend de poten
tiaal V  van een punt buiten de ro o sterd raad  :

— 4  re R  B 0 ln R  +  2 n  i R  B n cos
2 ji 7i x  ^  ( ï ) 12 Ti in  R\ /2 Tiin r'

d  ° d j  ° \  ~d~
n — i

oo

4  7i g b0 ln r  +  2 ti t g bn
2 7i n x

cos
d

j -j ( ï ) /2  ti i n r\ j  / 2 7t i  n g\

d d
U — 1

Qo , 2  71 l  Q 0

d

OO
------- 2 Tin x  (o (2 ti i  n r \  (2 t i i  n R 0\

2 - ln  A ° +  —  Z cos— / / o  '/o (— 5 — ) + c •d
ti — i

Hierin zijn g , R 0 en R  de stralen van resp. gloeidraad, rooster  
en anode, d  de hartafstan d  der roosterdraden (spoed), Qq de 

lading van één ring, en J Q B  e s s e 1 - functies van de nulde
orde, b en B  de ladingsdichtheden op resp. gloeidraad en 

anode, x  de coördinaat in de asrichting en r  de afstan d tot 

het middelpunt van de gloeidraad. W e  voeren nu in :
1 °  de condities R 0 — g i> i>  d  en R  — R 0 ^>i> d , w a a r d o o r  de 

tw eede en de vierde term v e r w a a r lo o s b a a r  klein w o rden  ;

2 °, teneinde van cylindrische electroden op vlakke evenwijdige  
electroden over te kunnen gaan, g — R 0 —l l f r  =  R 0 +  k , R  =  R 0 +  l 2 

en Q0 — 2 7 1 R 0 y0 , w a a rin  y0 de lading van een roo sterd raad  

per lengte-eenheid is ;
3 °  de conditie d ^ R >  c , als c de straal van een ro o sterd raad  is.

N oem en w e  de capaciteiten van anode en kathode t.o.v. de 

m assief gedachte rooster C a en C k , dan volgt hieruit
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B o = Ca 2  JIQ  Va -  V ' =  C g ( R 0___ A) I J _  als Vk =  o

b0 Ck 2  71 R  Vk — V e Ck (Ro  +  4 ) Vr

D a a r  de som der ladingen op de electroden nul is, dus

^ °  +  4  B a +  R o ^  I  +  Yo =  0> k r " gen w e

R o  R o d

V  =
4 n y 0 Ck ve

d  { C k +  C a) Ve — Ca Va
R 0 ln { R 0 4- R) +

+ ____ C a { K  -  Va)— ^ o ln ^ o +  /2) _  /eo in (/eo +  k)  +

d  {C k 4- Ca) Ve — Ca V a d

oo

4- 4  n  i■ r J - Y
d  Z_i

cos 7171 X H (l) ( 2 71 * U ƒ
d d

'2 7i i  n R c 

d
4- C

n — i

D o o r  nu hierin R 0 =  00 te stellen krijgen w e  de vergelijking  

vo o r een triode met vlakke electroden, w a a r in  4  de afstan d is 

tussen kathode en rooster en 4  de afstan d  tussen rooster en 
anode. N a  enig omwerken, w aarb ij  w e  gebruik maken van

lim Ro  ln ( I 4------| =  k  ,
R 0=oo Ra

lim
2 71 nr

d

i h C

n r
d ~

71 n r= 00
d

lim J c
2 it n R 0

2 71 t 71 R 0\ €

2 7i n Ro
d

d
—  00

4 71 71 R 0
d

vinden w e, d a a r  voor vlakke electroden geldt
C a J ±
Ck 4

v  =
4 n  7o 4

d  (4  +  4 )  Ve -  4  Va
{V a  -  Ve) k  +  {V e  -  Va) 4

-  y0 In I I — 2 e

2 71 k 4 71 k
— —  2 71 x  — ----------- . ~

d  cos --------  +- e d  1 4 - 6 .
d
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is hierin de coördinaat in en k  de coördinaat loodrecht op 

het roostervlak. D o o r  k = o en =  te stellen, w a a rb ij  ge

lijk w o r d t  aan de roosterpotentiaal vg, vinden w e  de integra-  
tieconstante C, zodat w e  voor V  krijgen

V A  (  K)
d ( A  +  A )  V. -  A  va

2 n k — \ ji k

- . k -

— y o ln i — 2 e
2 n  X

c o s ----------b e
d

d. +  yQ ln 2 sin
71 C

d
+  V P

D e  lading y0 kunnen w e  vinden door alle electroden massief  

te denken met een potentiaal gelijk aan de effectieve potentiaal.  
D e  lading van de middelste electrode is dan gelijk aan de 
lading van de rooster, w elke lading w e  ons over de rooster-  

draden verdeeld moeten denken. V o o r  een vlakke rooster w o r d t  
dan

7 o -
d  l V e - V k ' V e -  Va\ _  V e -  Vg

4 71 \  lx
+

L
2 ln

2 71 C

d

d a a r  D kr — ~ D ar — --------l n ------- , indien w e gebruik maken van
K  2 71 l x 2 71 c  ,

d  ln ———

de bekende formule voor de doordringing D  —
2 71 C

2 71 l
. N oemen

w e  de veldsterkte aan de kathodezijde van de rooster E 1 
die aan de anodezijde E 2 , dan is

en

E .  = V e ~  V\

K
en E 2 = V e ~  Va

L

iVLet behulp van de formule voor de effectieve potentiaal

vinden w e  verder, als P  — ---- ln ——̂-
2 71 2 TT C

( E .  -  E . )  P  =  (  V ' -  V k)  D kr  -  (  V a -  V ')  D ar =  V g  -  V e .

W e  kunnen nu de formule voor de potentiaal in het rooster- 
veld schrijven als

f 2 71 ê
F = - - l n l T

4 71 P  !

2 71 X
2 c o s --------- h e

d

\2n k  
~d . ( K -
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+
d

4 71 P
In e

2 n  k
~df . ( V, - Vg) + k ve

o f

v= d
ln h  (  cosh — —  -  cos — — \ l . ( F ,

4 n P  ( \ d  d  I j

+  \ k  (.E , +  E a) +  Ve .

Vg)

D eze lorm ule geldt nu voor elke ro o ste r  tussen  tw ee andere 
electroden m its de a fstan d en  to t deze electroden /x en /2 » d  
zijn en d^>^> c is.

H e t po ten tiaalverloop  in het v lak  van een ro o ste r  a ls functie 
van x  w ordt dan (k =  o)

ln ( 2 si
7i .r

sin

V = V e + ( V e -  Vg)
d

ln d

2 71 C

Electronen, die in stuur- en sch erm rooster zijn afgebogen  en 
deze laa tste  ro o ster  verlaten  onder een hoek a, bezitten in de 
richting van de rem rooster een snelheid v — v0 cos a, a ls  de snel-

heid in de scherm rooster is = 2e
VI

V,C2 D eze snelheid v

correspon deert met een spanning V =  Veï cos2 a . H e t spannings- 
verlies Vc in de richting van de rem rooster is dan 
Vc =  Ve2 — V =  Ve2 ( i  — cos2 d) =  Ve2 sin2 a  ^  Ve2 . a a ls a klein 

is. V o o r deze electronen is het dus a ls  stond de rem rooster op 
een p o ten tiaa l — V c . H et deel (d  — 2 x 0) van het poten tiaalveld  
van de rem rooster, w a a r  deze electronen kunnen p asseren , vinden 
we dus met

/ 71X0
ln 2 s in ---

Vc =  f ,3 +  ( f , 3 -  V3)
d

ln
d

2 71 C

zodat van de electronen die onder een hoek a w orden aigebo- 
gen een deel de anode bereik t, gelijk aan

Vc — Ve3
2 . | \  /  d  \ — -----]------ =  i ----- arcsin  ’ }> -------] e3 l .

d  Ti y \2 71 c)

d  — 2 Xr
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D e  verdeling van de afbuigingshoeken over de totale uit de 

schermrooster tredende stroom is voorgesteld in fig. 2, w a a rin  

a 1 en a2 voorstellen de maximale hoekafbuigingen resp. in stuur- 

en schermrooster. V e ro n d e rste ld  is a I ^ > a 2 .

D e  hoekafbuigingen in een rooster berekent men met 3)

Q-max
2 ln

d

2 71 C

D e  hoekafbuiging y in de stuurrooster geelt bij de scherm

rooster een hoekafbuiging

Verdeling van de a fbuig ingshoeken  in de electronenstroom die 
uit de schermrooster treedt, v eroo rzaak t  door twee roosters.

Bij kleine w a a rd e n  van a x en « 2 kan men deze eenvoudig  

optellen. H e t  deel van de totale uit de schermrooster tredende  
electronenstroom I s dat de rem rooster kan passeren, dus de 

totale anodestroom I a , vinden w e  door te integreren over de 

hoekafbuigingen van O tot a r +  a2 . G e v e n  w e  de hoogte van  

het trapezium van fig. 2 de w a a r d e  I, dan is de oppervlakte  

2 a r , zodat

dl — 0.2

I  =  —-L n 2 . j jarcsin [
71 i

Vc -  Vte3

d
Vte3

2 71 C ,
d a  -)-

ai + a2

I ----- arcsin
71

1o
d

2 TC C ,

a  i - 0 2

Vr Vte3
Vte3

d a  —
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. /  I  +  A j p  • /  2 +  A P I  J  1 ;arcsin  e =  K  en arcsm  e — ( J , dan w ord t

-  =  i + — -—  
I s 2 n  a z a.

(o . -  a . )  ~7TT  / -  ( “ i +  « . )  —  /-=- +? A r |/P 2

+  - V | ( ö  -  * )  -  I  (Ö3 -  A 3) -  ^  ( ö 5 -  A'5) -  • • .j
t7- i?21

M e t behulp van de uitdrukking voor F *3 a ls functie van Va 
(zie § 1 ) kunnen we nu dus door invullen van numerieke w aard en  
van Va i  A Va de bijbehorende w aard en  van Ve3 berekenen en

in boven staan de form ule invullen, en daarm ede de A I a bepalen  
die h ierdoor o n tstaa t, w aaru it dan de inw endige w eerstan d

str. v. I I
A Vg

A  Ia
volgt. D a a r  b oven staan d e berekening alleen

geld t indien aan  w eerszijden van de rem rooster gelijke veld
sterk ten  heersen, zijn in tab e l II  de potentialen h ieraan  aa n 
gep ast. T er vergelijking zijn Ri>ei.st. en Ri>str.v.i onder deze om
standigheden eveneens w eergegeven.
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T ab e l II

V j V V a S a Ia R i, el. si. R i ,  str.v. 1 R i ,  str. v. 11 Ri, str.v. 111
R i

gemeten

F  50 0 V 125 V 200 V 6,8m A /V 1 1 ,5m A
!

5 ,9M  Q -10 M A 2 M A 3.5 M A 0,55M A

F  6 - 5  V 250 V 150 V 2,5 m A /V 10 m A 10 M A 71 M A 1,4 M A 3 M A 0,5 M A

F  7 —2,5 V 200 V 160 V 2,9 m A /V 10 ,8mA 12 M A 48 M A 1,6 M A 2 M A 0,4 M A

H ieruit blijkt, d a t  dit effect belangrijk  b ijd raag t tot het to t 
stan d  komen van de R i  der stroom verdeling.

T o t slo t zullen we n agaan  op w elke wijze ook de gereflec
teerde electronen de stroom verdeling kunnen beïnvloeden.

IV . De invloed van qerejiecleerde eleclronen op de dtioomverdeling

In een vroegere publicatie (>) hebben we voor een vlakke 
electrodenopstelling experim enteel onderzocht w elke poten tiaal 
secundaire en gereflecteerde electronen van een zu iver nikkelen 
en van een met roet bedekte nikkelen anode op grond van hun 
initiale snelheid en richting kunnen overwinnen.

W illen  electronen van de anode door de rem rooster heen de 
scherm rooster bereiken, dan moeten ze bij benadering het po
ten tiaalversch il l a — F ,3 kunnen overwinnen, zodat we in een 
hoogfrequentpenthode, w a a r  F , 3 F i is, u itslu itend met de
snelste gereflecteerde electronen te m aken hebben. JBq v ariatie  
van Va v eran d ert de tegenspanning Va — Ve3 die de electronen 
moeten overwinnen, terw ijl tevens een verandering op treed t in 
het a a n ta l gereflecteerde electronen door verandering van de 
beschietingsspanning. In fig. 4 hebben we van de vroeger gevonden 
krommen, w aarin  Ree]Iprim. a-ls functie van de tegenspanning is 
uitgezet, het deel d a t een grote tegenspanning kan overwinnen 
en dus uit gereflecteerde electronen b e sta a t , opnieuw uitgezet 
voor een zuiver nikkelen anode en voor een met roet bedekte 
nikkelen anode. A an  de hand van deze krommen kan  men nu 
grafisch de stroom verandering bepalen , die zou optreden bij v er
andering van Va — Ve3 en Va. W e zullen dit aan  de hand van 
een practisch  voorbeeld ( F F  6, nikkelen anode) toelichten.

S te l V a =  200 volt, F ,3 =  38 volt, dan is de tegenspanning 
Vt =  V a  — F , 3 =  162 volt. W e  vinden dan in fig. 4 voor het aan 
ta l gereflecteerde electronen, d a t  de rem rooster kan passeren ,O
Iref L = 0,026 Ifirim.- IS A Va =  ±  5° Volt, duS VaI = I 5°
Va-z =  250 volt, dan berekenen w e bij een gegeven electroden-
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geom etrie Vtl =  1 17 volt, Vt2 =  208 volt. In dit geval zal volgens 
fig. 4 I ref i ! =  0,0295 ïfirim. en I refi.* =  0,024 Ifirim. zijn. "We vinden 
dan dientengevolge bij Iprhn. =  3 mA

/?/
-  F ÖI ioo  volt

z, j/ r .  z/. I I I
Ir e jl. 2 ïre JJ. i 0 ,0 0 5  5 0 ,0 0  j  a iT ip .

=  6 M  Q .

N u  gee ft zu iver nikkel veel gereflecteerde electronen. T er  
vergelijking is in lig. 4 aangegeven  het verloop van de kromme

Ire fl
Iprim

D  e verhouding I r e jh j/ prim. van de gereflecteerde electronenstroom 
Irejl. die een tegenspanning V t kan overwinnen, tot de primaire 
electronenstroom Iprim. D e  getrokken krommen gelden voor een 
onbedekte nikkelen anode bij beschietingsspannm gen van resp. 
150, 200 en 250 volt, de streep-stip-lijnen voor een met roet 
bedekte nikkelen anode. Bij verandering van de anodespanning 
zal het deel van de gereflecteerde electronenstroom, dat  de rem- 

rooster kan passeren ,  veranderen volgens de streeplijnen.

voor het geval d a t  het nikkel bedekt is met roet. O o k  o p p er
vlakken met een hoge secundaire-em issie factor, bijv. nikkel b e
dekt met barium oxyde e.d., bezitten minder gereflecteerde elec
tronen (bijv. 0,25 a  0,5 m aal). G aan  w e dit effect na aan  enige 
practische buizen, w aarb ij w e aannem en d a t de anode van 
zuiver nikkel is, dan vinden we de w aard en  die in tab e l II  
zijn gegeven.

H ieru it volgt, d a t  ook dit verschijnsel in belangrijke m ate 
kan bijdragen  to t de inw endige w eerstan d  der stroom verdeling 
van een hoogfrequentpenthode.
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Concluéie

D e gemeten w aard en  in tab e l II  zijn niet geheel gelijk aan  
de berekende w aarden . D it kom t d o o rd at bij het bepalen  van 
de verschillende factoren  van enkele vereenvoud igingen m oest 
w orden u itgegaan . E r  w erd  nl. veron derste ld  :
1 ° d a t  de hoekafbuigingen  in een negatieve ro o ster  lineair 

verdeeld  zijn over de electronenstroom '),
2 ° d a t  Ia!Is — (d  — 2 Xo)/d is, w a t niet geheel overeenkom stig 

de gemeten punten in f i g .  1 is,
3 ° d a t  de zijdelingse snelheden der electronen v erw aarlo o sd  

mogen w orden,
4° d a t  de ruim telading geen invloed heeft,
5 ° d at de gereflecteerde electronen een cosinus-verdeling b e

zitten6). In w erkelijkheid is hun snelheid m eer loodrecht 
o p  het op p erv lak  gericht.

U it boven staan de an a ly se  blijkt echter d a t de rem rooster 
in de penthode op gecom pliceerde wijze de inw endige w eerstan d  
beïnvloedt. H oew el een u itstekend middel om de overgang van 
secundaire electronen tussen  scherm rooster en anode te voor
komen, kan hij niet verhinderen, d a t  een deel van de snelle 
gereflecteerde electronen van de anode zich n aar  de scherm 
ro o ste r  begee ft. Bij verandering van de anodespanning zal dit 
deel mede veranderen , w aard o o r een verandering in de stroom - 
verdeling o n tstaa t, w aard o o r de inw endige w eerstan d  w ordt 
v erlaagd .

D e prim aire electronen die zich n aar  de rem rooster begeven 
zijn in stuur- en sch erm rooster uit hun oorspronkelijke richting 
afgebogen. In de richting van de rem rooster hebben ze dus a ls  
het w are snelheid verloren. H ierd oor kan een deel van deze 
electronen de rem rooster niet m eer p asseren  en k eert terug 
n aar  de scherm rooster. Bij verandering van de anodespanning 
zal ook de grootte van dit terugkerende deel veranderen , w a a r 
door de inw endige w eerstan d  eveneens w ord t v erlaagd .

H e t b lijkt d a t  bij hoogfrequentpenthoden deze effecten een 
grotere rol spelen dan  de e lectrostatisch e w erking van de 
anode en de directe stroom opnem ing van de scherm rooster. 
Bij eindpenthoden echter gee ft de e lectrostatisch e w erking van 
de anode de d o o rslag ,

Eindhoven, F eb ru ari 1950.
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Cylindervormige uitbreiding van electromagnetische 
golven in een medium met veranderlijke electrische 

eigenschappen (Elias-laag) boven een 
half-geleidende aarde

door C. T. F. van der Wyck

( Op verzoek, van den óchrijver ui dit artikel in de oude ópeiling gedrukt)

S U M M A R Y

E x press ion s  for the H ertz ian-vector  o f  a  vert ical electric dipole, in a 
medium with exponentially vary ing  re fract ive-index (E l ia s- lay er )  above 
a  flat, homogeneous, ha lf  conducting earth are given in accordance  with 
the thesis o f  the author.

A  geometr ical-optical interpretation of  the expressions lor  the H ertzian- 
vector is given, with the aid o f  the saddle-point method.

D e volgende beschouw ingen zijn gew ijd aan  het stralin gsveld  
van een verticale  dipool op het aard o p p erv lak . B oven  het 
aa rd o p p e rv lak  — hetw elk a ls  v lak  w ord t aangenom en — zijn 
de electrische eigenschappen van het medium een functie van 
de hoogte ; de aard e  is homogeen en half-gele idend ondersteld .

D e -S'-as van het cy linder-coördinatensysteem  s ta a t  loodrecht 
op het aa rd o p p e rv lak  ; de r- en 99-coördinaten bevinden zich in 
d it vlak.

D e tijd sa fh an kelijkh eid  van de com plexe grootheden is over
eenkom stig e~ lMt. H e t gebruikte eenhedenstelsel is d a t  van 
H  eaviside-Lorentz.

I. De uitdrukking voor de potentiaal o an H ertz  77.

H e t veld  van de dipool w ord t gek arak teriseerd  door den 
^-component van I J ; de algem eene oplossing van 77 is in een 
cylindrische con figuratie van de volgende ged aan te .3) 3) * 2

*) F ra n k  von M  ises Different ialgl eichungen deel II, X X I I I ,  (Som m er fe ld )
2) van der Pol-Brem m er, Philos. M a g . ,  serie 7, vol. 24/27.
’*) van der W y c k ,  D isse r ta t ie  D e l f t  1946.
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b

n  =  j  C ( l )  H i '] (i r) Z ( l )  d l  ( 1 )
a

a  en b , evenals C (X) , w orden b ep aa ld  uit de ran d voorw aard en  
en de sin gu larite itsv o o rw aard e  van het probleem .

H q] is de H an kelsch e functie van de eerste  soort en Z { 1  
een oplossing van

d 2 Z  

d  z 2

x d Z

x d z
+

i co
2

C
(r — X2) Z  =  O .

x =  — i co £ 4- o , e =  d iëlectr. const., o =  geleidingsverm ogen 

x — a fgel. van x in de ^-richting.

Beneden het aard o p p . (z <C o) , alsm ede voor re la tie f kleine 
hoogten d aarb oven  (beneden de eigenlijke ionospheer) luidt (2)

d 2Z
~ r z  +d z

l (O

c
(x -  Z ) Z =  o

_i_ 2
met a ls oplossingen e ~  " °,a

D e indices o en a  hebben resp . betrekkin g op 
aard e .

»vacuo en
(3a)

de

co2 j 2  co2 t co
kl =  —  en k a =  —  ea H------Oa

r2 r2 r2
(3b)

D e w ortelvorm  I X2 — k 2 is b ep aa ld  door de a fsp ra a k , d a t  de 
positieve w ortel, d.i. met een p o sitie f reëel gedeelte, w ord t ge
nomen.

D e op lossingen  (3a) stellen, a lth an s voor X <^k0, goll b ew e
gingen voor in de richting van de negatieve en van  de positieve 
£-as, ge k arak te r ise e rd  door X; het verban d  tusschen deze beide 
golven aan  het aard o p p erv lak , gereflecteerde en om hooggaande 
golven, is gegeven door den reflectie-coëfficient A (X), w elke g ro o t
heid in II  zal w orden b ep aald .

U itgaan d e  van de ran d voorw aard en  aan  het aa rd o p p erv lak ,

continuïteit van x I I  en -----, en de sin gu larite itsv o o rw aard e ,
c) z

verticale dipool op een hoogte ö boven het aa rd o p p e rv lak  
(3 -> o), vindt men voor de p o ten tiaa l op niet te groote hoogte 
boven de aa  rd e 1) 3)
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-(- oo

^  a ■ "1 r - %  + A (A) e ^ ;] A//„(,) {I
J  kli  X* -  kl[i + A(A) ] + K  k\ [i -  /I (A) ]

OO

1 1 . lonoópheer, rejlectiecoëfficien t.

In overeenstem m ing met E l i  a s 4) w ordt t.a .v . de v eran d er
lijkheid der electrische grootheden e, o en r met de hoogte 
boven de aard e  het volgende functioneele verban d  aangenom en

k *
r =  — i co +  (o e " 1 ( I +  i if) (5)

V =
co

V
V =  botsin gsfrequentie

z 1 is een coörd in aat in de ^-richting met verschoven nulpunt; 
het punt z x =  O bevindt zich op een b ep aald e  hoogte h boven 
het aard o p p erv lak , hetw elk met een groote negatieve w aard e  
van z 1 overeenkom t.

D e grootheid k b ep aa lt de m ate van verandering der elec
trische grootheden. In het geval van een zeer geleidelijke v er
andering heeft k een kleine w aard e , terw ijl een discontinue 
overgang (reflecleerend v lak) overeenkom t met k oo .

Een  w eergave van het w erkelijke verban d  van r en z im pli
ceert, d a t  k en rj van p la a ts  to t p la a ts  veranderen  ; echter kan 
een b ep aa ld  gedeelte van de ionospheer door constante w aard en  
van k en i] w orden benaderd , w elke w aard en  in overeenstem 
ming met die in het reflectievlak  kunnen w orden gekozen.

D e volgende beschouw ingen hebben in het bijzonder op korte 
poloën betrekking, op een geleidelijke verandering der grootheden 
in de ionospheer en een re la tie f geringe dem ping der golven.

D e golfrichting in een v lak  z is gegeven door de w et van 
S  n e 11 i u s

ez sin2 d'z =  sin2 &0 =  er (6)

ez =  diël. const. in z , ^z — hoek straa lrich tin g  met de z-as , 
in z.

d'o =  invalshoek der golven op de ionospheer,
Er  — diëlectrische constante in het reflectiepunt.

4) E l i  a s ,  T ijdschrift  v. h. N ederl .  R a d io  Genootsch. 3. 1. 1926.
E . N .  T. 2. 351. 1925.

1. 4. 1931.
Proc. J. R .  E .  19. 892. 1931.
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U it  (2a) en (5) le id t men a f

/ kz*.e =  ( I — r\ e )

en u it (6) en (7) voor de 
-coördinaat van het om keerpunt

(7)

r 2 In cos 'd'o — In ri
~ T (8)

D e d ifferentiaalvergelijk ing voor de golfu itbreiding in de ionos- 
pheer lu idt na substitu tie  van (5) in (2) en overgang n aar  de 
v ariab e le

w aarin

4- kzx i ,
2 4 ~y ~ —

w = p { \ - \ - r ] ) e L e z

2 co „ I
P  =  — -  en tg fi =  -

C k  7]

W ‘
d "Z  

d  w2
- t -  w

d Z  p 2 — zv

d w  p 2 -\- w*
4- Z  (w2 — a2) =  o

(9)

(9a)

(10)

a =  P  /  P c
<jy

- 1 =  -  1/  r  -  k\ 
k J

( 10a)

B o ven staan d e d ifferentiaalvergelijk ing is behandeld  door E l ia s4) ; 
in het onderhavige geval (korte golven), hetgeen im pliceert k 
zeer klein en p  en |a| zeer groot, is de oplossing Ca (w), w a a r
in Ca een cylinderfunctie van de orde a  voorste lt.

In verban d  met de v o o rw aard e  Ca (w) | -> O voor z z -> oo 
(w \->  oo in de bovenste helft van het com p lexe zf-vlak) is deze 
cylinderfunctie : H ™  (w) , w elke functie voor kleine w aard en  van 
w <— d.i. aan  het aa rd o p p e rv lak  — een reeksontw ikkeling gee ft 
met a ls  eerste  term

w a

[ 2 a n  (a)
— ei a ii W a

2 a I I  ( — a)

of i.v.m. (9)

i a ui

2 e

a ■ a— — i — a . a 
—  —  i  —

P a { I +  v2) e n i p -  kl p - a ( i +  n )  e ’’ -  Z i l f -  k\ 
2an ( a ) ‘ 2 ~ a n  ( -  a)

H e t eerste  gedeelte van  deze uitdrukking ste lt  een golf

(10
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bew eging in de n cbtin g  van de negatieve 5-as (gereflec
teerde golf), het tw eede gedeelte in de richting van de positieve 
£-as (om hooggaande golf) voor.

D e reflectiecoëfficient A (X), w elke in I w erd geïntroduceerd,
volgt uit (H )  en (3a)

A (X) =  -
2 a

a

( 1 +  v*) g ( - ° >  r 
T I(a)

\  e- i h i i * - k *0

M et het ooü' op de verdere m athem atische behandeling zal 
boven staan de uitdrukking voor A (X) in den vorm van een ex- 
ponentiaal-functie w orden gebracht, terw ijl de p aram eter X, 
w elke in de uitdrukking voor de vectorpoten tiaa l (4) voorkom t 
(w aarin  ( 12 ) gesu bstitu eerd  dient te w orden gedacht) w ord t 
vervangen door d.

H e t verband tussen  X en ê  is gegeven door X =  k0 sin d ; de 
p aram eter $  k a rak te r ise e rt een com ponent van het sam enstel van 
golven in (4) en kan — hetgeen blijkt uit de beschouw ing van 
(3a) — als de invalshoek dezer golfcom ponenten w orden opge
vat.

N a  invoering van X =  k0 sin d' (13) in
. 2 ka COS 'O'

( 10a) verkrijgt men a — — l------------ =  -
k

de uitdrukking voor a  

ip  cos $  (14) en na

to ep assin g  van benaderm gsform ules voor 77 (a) ï.v.m. p  en a  ̂ \
(geleidelijke verandering der grootheden) 5)

TL(-a)
77(a)

exp. i
71

-  +  
2

4 k0 cos #

1

2 k0 COS &

k

Su bstitu tie  van (13) (15) en de uitdrukking (8) voor de z x — 
coörd in aat van het om keerpunt (van een golf met invalshoek 
$) brengt A (X) (12) in de volgende gedaan te

A (iL) =  exp. I i —  +  k0 cos ïï . Zj +  2 p  cos & (In 2 — i)  4-
2

+  2 k0 h cos # P  a-----COS V (16)

In de uitw erking van het probleem  zijn de volgende gro o t
heden van een physisch  belang

5) Jahnke en Em de, Funktionenta feln  (3e druk).
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h0 =  h +  e '  (17) h0 =  h0 +  —  (In 2 - 1 ) (18)
4

4  =  h0 "i-----In 2 (19)
k.

In I V  w ord t de beteekenis van (18) en (19) besproken  ; 
h0 — hoogte van het om keerpunt boven het aard o p p erv lak  van 
een s tr a a l  met invals- (en o p straa l)  hoek ê  .

Invoering van (18) in (16) gee ft ten slo tte  aan  A (■&) den vorm

- - c o s # }  (20)
P I

I I I .  De golfbeweging a h  een öamenötel van étraLen.

D e m athem atische uitw erking van de uitdrukkingen voor de 
vectorp o ten tiaa l (4) en den reflectiecoëfficiënt (20) zal w orden 
uitgevoerd aan  de hand van een oplossingsm ethode, aangegeven  
door V a n  d e r  P o l  en B r e m m e r 2) en w aarin  van de zadel- 
puntm ethode w ord t gebruik gem aakt. 3) pg. 137, 6) V I I I .

U itgaan d e  van den reflectiecoëfficiënt der golven aan  het 
aa rd o p p erv lak

A  (#) =  exp. I i 3 n +  2 kQ cos & h0

R  (A) =
kl /a2 — Ito -  K  Va2 — ka
k i i Y ^ J i  +  4  i r ^ J i

herleidt men (4) a ls  volgt

k

k l 1 ï 2 -  kl( i +  A 0 ) )  +  ( i  -  (A))

r 2

'a

kl I r  - k l  +  kl I r  -  kl I (2) (2)

-1 y ia «r [R wf.
I r  -  ki ^

(21)

°  m — o

D e poten tiaalu itdrukkin g (4) verschijnt op grond van de

6) W a t s o n  B esse l  Functions.
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la a ts te  herleiding a ls  een sam enstel van deelpotentialen  
4 typen

+ oo

[A (/()]'" [R  (/)]"' H ?  ( /  r) l  d  l

- OO

van

In de d eelpoten tiaal van  ty p e  2 is de exponent ui van 
R  (X) =  m +  I , terw ijl typen  3 en 4 verschillen t.a .v . 1 en 2

door den fac to r  exp . 4- z lx *  +  Jï0 alsm ede wi +  I in p laats van
m in den exponent van A (X) •

V e rd e r  in het betoog zal de beteekenis van  (22) a ls  een 
m X  gereflecteerde s t r a a l  n aar  voren komen.

V) — i  oo

D o o r substitu tie  van H ^J ( I r )  — — j el * ?C0STd x
71

V) + zoo

(23) «)

a r g  X r  <C rj n — a r g  X r

en door invoering van k0 sin ff voor X en tevens van A (ff) (20) 
verkrijgt de d eelpoten tiaal van typ e  1 de volgende gedaan te

-1- ji/2  — i  oo ?] — i  oo

, yjn m H- 1 7
( -  I) i k0

2 71

m f(r ,& )  
[R (ff)] e e

— m cos #
7] sin $  d  & d  x (24)

t/ «2
— jr/2  + l oc — rj i  oo

f  (r , ff) — i k0 \r  cos x sin ff +  cos ff (z +  2 h0m)\ (24a)

O vergan g n aar  de onafh ankelijk  variab ele  x  — cos ff brengt 
(24) en (24a) in den vorm

] Y] — l OO

< - * )
m  H- 1

k

p— 7U —  X

2 71
r D / v f  (t , x)[R  (x )\ eJ v ’ e

V d  x  d  x (25)

+ i oo -  rj + loo

f  (x 9 x ) =  i  k0 \r  cos t / i — x 2 x  (z -\- 2 h0 m)\ (25a)

D e in tegratiew eg van x  loopt van  i  oo n aar I en terug met 

een verschillend teeken van ] I — ;tr2 op de beide w egen.
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Ken uitvoerige uiteenzetting van de zadelpuntm ethode en van 
de m athem atische uitw erking met behulp dezer m ethode is in 
de littera tu u r te v in d en .6) V I I I . D e  zadelpuntm ethode kom t in 
het k o rt op het volgende neer.

D e in tegratiew eg in (25) w ord t zoodanig getran sform eerd , 
d a t  deze in de com plexe r , x  ruimte een punt r0 , x 0 p a sse e rt , 

0/  d /
w a a r  —- — -— — O ; in dit punt verkrijgen  Re f  en lm  f  extrem e 

o x o x
w aard en  (m axim a en minima, zadelpunt). D e  in tegratiew eg door 
ïo , x 0 w ord t zoodanig gelegd, d a t  Re f  a ld a a r  een maximum 
w aard e  aan w ijst en daarbu iten  zoo snel m ogelijk afneem t, w el
ke richting is v astge legd  door I m f —I m f 0. D o o rd a t  de expo
nent ƒ  de term en k0 r  , k0 z en k0 Ji0 bevat, w elke term en in het 
geval van korte golven zeer groot zijn, kan  men zich bij de b e
rekening van de in tegraa l beperken to t de om geving van het 
zadelpunt en to t de 2e afgele iden  van  f  (indien alth an s, het
geen w ordt on dersteld , deze niet alle =  O zijn).

D e  coördinaten van het zadelpunt zijn gegeven door

V
dx

=  o — — ik , x
o r  -------- cos x +  i k0 (z +  2 h0m) +  2 ip m  =  i .v .m  . (18) (19)

=  -  i  k
x

Vi -
c o s  t +  i  k0(z +  2 k, m) =  o

x
(26a)

ó /
d x

sin x = O (26b)

D e la a ts te  term  in (26a) o n ts ta a t  d o o rd at i.v.m. (8) (17) 
(18) eveneens van ;r afhan kelijk  is.

U it  (26) vindt men a ls  coördinaten  van het zadelpunt

Xo =  o (27 a )
x. 'r

y i -
=  Ctg &o =

z +  2 h0 . m

Xr.
(27b),

r

D e zadelpuntm ethode, w elke hier door de groote w aard e  
van ƒ  (korte golven) to ep assin g  vindt, is de m athem atische 
illu stratie  van het s tr a a lk a ra k te r  der golfbew eging, w aarb ij 
uit de m ogelijke golfbew egingen, gek arak teriseerd  door X , & o f 
x  t een „u itverkoren  s tr a a l  n aar  voren komt. V an  dezen s tr a a l  
zijn ê 0 , h0 en m resp . de invalshoek, de virtueele hoogte en 
het aan ta l reflecties tegen de ionospheer. (F ig . 1 )
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D e w aard e  van f  in het zadelpunt vo lgt uit (25a) en (26)

z +  2 ha m 0 
H--------------- cos v 0

r

T er vereenvoudiging is in den laa tste n  overgang z t.o.v. 2 h0 m 
v erw aarlo o sd , w elke om issie geenszins essen tieel is.

i  k0 r  

sin d0
I —

2 cos ïïo
~ 7/

k  h „
(28)f o  =  k 0 sin

Fig. 1.

Ten behoeve van de verdere uitw erking behoeft men de w aard e  
van het p roduct der 2e afgele iden  in het zadelpunt.

d T2
=  — i k0 r  cos t V I  — x (29a)

d 2 f  . J C O S  X X 2 p
— -  i k0 r  , . — — i kQr  cos r ---------------b 2 i — m (29b)

d x Vi - .r ( I  -  x )2\ 3/2
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N a  invoering van (27) verk rijg t men

■ ^ /

* ö r2

en a ls  einduitkom st van de zadelpuntm ethode6) voor (25), de 
d eelpoten tiaal van het eerste  type

1 >>
 

__
1

sin d 0
I -

2 sin ■&,

k h
(30)

( - 0
.vW+ 1

?/z p
T) / c\ \ — COS UoR  (&*) e V

■ fo

L_L. T L
d i 2 ö

=  ( -  0
m

R  ( & ) 0

m
m  — COS ft o

7]
fi

sin I —
2 sin2 d'o

k Jt0

(31)

V o o r de andere deelpotentialen  (22) gelden soortgelijke u it
drukkingen

IV . Diocuooie van de uitdrukking voor de vector potentiaal

Form ule (31), w elke in I I I  w erd  a fgele id, heeft betrekking 
(zie fig. 1) op een stra a l, w elke m X tusschen de ionospheer
en het aa rd o p p e rv lak  heen en w eer gaat.

p
D e term en [R  (# ,)]"* resp . e ~ m  ̂cos t>o s tellen de p h ased raai-
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ing en dem ping aan  het aa rd o p p e rv lak  resp . de dem ping in de 
ionospheer bij de herhaalde reflecties voor.

D e  exponent f 0i w elke de p h ased raaiin g  in de ionospheer 
aan gee ft, houdt verban d met den z.g. „optischen w eg” ; de noemer

van den laa tsten  term  in (31) b ev at den fac to r
sin d'o

zijnde de

r u i m t e l i j k e  v e r z w a k k i n g  v a n  d e n  s t r a a l ,  a l s m e d e  d e n  f a c t o r  

2 sin2 'O'o
I ------------- >T-^ w e l k e  z a l  w o r d e n  g e ï n t e r p r e t e e r d  a l s  e e n  „ c o n -

kh0
vergen tie factor” .

Een  nadere toelichting t.a .v . de physische beteekenis van den 
laa tsten  term  in (31) moge hier volgen, alsm ede van de gro o t
heden (18) (19) h0 resp . h0 , w elke in II w erden geïntroduceerd.

De grootheden h0 en h0

In Fig. 2 is het tra je c t van  een in de ionospheer gebogen 
s tr a a l  w eergegev en ; de ^ -co ö rd in aa t z1 van het om keerpunt is 
gegeven door (8) en die van het aa rd o p p erv lak  door z\ , w a a r 
bij r Q de sprong van één „h op” voorste lt. H e t verban d  tusschen 
z\ en r0 w ord t a lle re e rst  afgele id.
dr — ƒ d Zj tg dz (32). N a  su bstitu tie  van (6) en invoering van de

k z x

brekingsindex /jl en in p laats van \ e en van y  —-------- (33)
cos2 tfo

verkrijg t men

dr — sin2 tfo
] [ji2 — sin2 i} 0

d z1 = dyo
k J  y ]/1 — y

(35)

D e integratiegrenzen  zi^n b ep aa ld  door de w aard en  in het
k z r

om keerpunt, gegeven door I — 7] e 1 — sin2 $0 o f y = I , en het 
aard o p p erv lak , w aarv o o r y zeer klein is. (zx zeer groot en ne
gatie f.)

y = 1

ro =  -
2  tg  ïï0 

k
In Vi y

+  Vi - y
y  oJ  Z . —Z_

2 t g
In t] +  |  k  z° — In  cos 0 o -  In  2] (35)

o
Zi = ra ctg ê a — y  +

In 7j 2 In  cos h 0 2 In  2
k

+ (36)
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U it de form ule voor z \  (8) le idt men de reflectiehoogte Zi0 a f

K  =  % i -  =  rQ ctg dQ -
2 In 2

(37)

w aaru it i.v.m. (19)

h l  =  ro d g  do , (38)

hetgeen de bevestiging inhoudt van h0 a ls  de virtueele hoogte.

De g r  ooi beden f 0 en h0

D e optische w eg is gegeven door / /n d s , d.i. den w eg door 
den s tr a a l  in vacuo doorloopen in den tijd, d a t  het golffront 
(gelijkphasig vlak) zich van zender n aar  ontvanger voortbew eegt.

7 . u d  z
/uds =  I ------  =  2 fi dz

cos J  1! fi — sin2 ü c

dy 2 COS $ 0 dy

k cos ft o J  y  y I — y y 1 -

-  ln
k  COS 'd'o 2

en na su bstitu tie  van (35)

4 7 ^ y  4 cos ïï0 ,------- . . .
- I I — y , w aarb ij y  =  y  0

k

g ds =  Poét. — ----------— cos do .
sin d'o k

(39)

M e t inachtnam e van  (18) (19) en (37) herleidt men de la a ts te  
uitdrukking a ls  vo lgt

P ofit. —
cos d.

" 2 2 ., 
h0 -------r — sin d0

k k

2

cos d0

2

k
h0 H— - sin2 do (40)

w aarin

h0 H----sin“ d 0 — Zit
k

(dl)

a ls  „optische hoogte ’ is te beschouw en.
In lig. 3 zijn de geom etrische verhoudingen der grootheden 

schem atisch aangegeven.

Z M  =  r0 M T  — h0 M R  =  ho M B  — h0 en volgens (18) (19)
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T

B T  — — , w aaru it M D  =  — sin2 $ 0 en i.v.m. (41)
k k

Itt
B D  — h0 — optische hoogte

Z T O  — P virt. — virtueele w eg Z R O  — w eg van den s tr a a l
A B C  — P 0pt. — optische w eg.

D e a fstan d  per „sp ro n g” in de richting van de r-coörd in aat 
is 2 r 0 ; na m reflecties is r  — 2 m r 0. 42)

D o o r invoering van deze la a ts te  betrekking en (38) verkrijgt 
men voor (28), de uitdrukking voor f Q

f Q =  i k0 m
2 r0 

sin d'o
— COS 1%
k

i m
2 71 p

-L opt. >
lo

w aarm ede de re latie  tusschen f 0 en P 0pt. is aangegeven , m P 0pt. 
is de w eg in vacuo, w elke hetzelfde aa n ta l golflengten X0 a ls

Flg .  4. D e  con vergen tiefac tor.
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de w erkelijke baan  b e v a t ; de beteekenis van f Q in (31) a ls  een 
p h ase fac to r  kom t aldus nogm aals n aa r  voren.

De convergentie/actor (Jig . 4 .)

U it  (35) leidt men a f

d ( 2ra) 2 ra4 

d  d'o sin #0 cos ê 0 k co s2# g

en voor d  r z =  loodrechten a fstan d  tusschen tw ee stra len  m et 
oc-klein richtingsverschil (F ig. 4).

d  r x 2 r0 4 sin2 #0
d  0o sin i)0 k cos

D e noem er van den laa tsten  term  van (31) is een m aat voor

de ruim telijke verzw akking van den s t r a a l ;  m.b.v. (45) en van
2 r0

de betrekkin g P virt. —------— herleidt men deze a ls  v o lg t:
sin i% 6

Indien de verandering der electrische grootheden in de ionos- 
pheer een discontinu k a ra k te r  verkrijgt (reflecteerend vlak), w elk

d  v
geval (vergelijk  II) overeenkom t met k -> oo, zijn --- - en P virt.

d  &o
gelijk en (46) =  m P virf. =  m Z ' O . (Z ie  fig. 5).

In de ze la a ts te  betrekking kom t de afnam e van de poten 
tiaa l (en van de v e ld sterk te), evenredig met den door den s tr a a l
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doorloopen w eg, to t uiting, overeenkom ende met de v erzw ak 
king in de vrije ruimte.

In het geval van een reflecteerend vlak  zijn de reflectiehoog- 
ten voor alle stra len  gelijk.

D e afnam e van de stralin gsin ten site it w ordt b ep aa ld  door de 
„energiespreid ing” , d.i. het opperv lak  van de doorsnede van den 
stralin gsbun del bij O voor een stra lin gsk egel met een gegeven 
ruim tehoek bij Z. D e grootte van het opperv lak  O is gegeven 
door tw ee k ro m terad ii; één in het vlak van teekening en de an 
dere loodrecht op dit vlak. In het geval van  reflectie tegen een 
reflecteerend vlak  is het krom tem iddelpunt van den gereflecteer- 
den bundel Z  en zijn de beide radii gelijk en =  Z ' O.

V eran deren  daaren tegen  de eigenschappen van de ionospheer 
geleidelijk, zoo verkrijgt men de situatie , voorgesteld  in F ig  6. 
D e reflectiehoogte (evenals de virtueele hoogte) van een s tr a a l  
d a a lt  met toenemende #0. D e rad iu s van den gereflecteerden s t r a 
lingsbundel loodrecht op het v lak  van teekening is gelijk aan  
die in het eerste  geval — Z ' O \ de krom terad ius in het v lak  van

drx
teekening is daaren tegen  kleiner — K  O, w aarb ij K O — ---
Fig. -I). d  d'

D e afnam e van het veld is derhalve gegeven door

. (zie

voor één „sp ro n g” en voor een aan ta l van m door (46). D o o r 
het verlagen  van het om keerpunt met toenem ende i}0 o n tstaa t 
een „convergentie” van de stralen , w aaru it een grootere veld
sterk te  resu lteert dan bij gelijkblijvend niveau van het om keerpunt.

s-G raven h age, M a a r t  1950.





Tijdschrift van het Nederlands Radiogenootschap

Periodieke en niet-periodieke trillingen bij een on
geveer in resonantie met een opgedrukte wissel
spanning verkerende trillingskring, bevattende een

spoel met ijzerkern

door J. M. Op den Orth

S U M M A R Y

Periodic and non-periodic oscillations in an electrical circuit containing 
a  condenser, a  coil with an iron core and no or a  sm all resistance, are 
considered, supposing  the circuit nearly  tuned to a  small periodic e. m. f. 
impressed on the circuit. A ssum ing  the param eter, representing the non
linearity o f  the inductance, being small, „s troboscopic  p h ase-po rtra it s ” 
are theoretically derived, show ing the behaviour o f  all part icu lar  ap p ro x i
mate solutions o f  the differential equation. Periodic  ( forced)  osc illations 
are represented by  singular points (generally  tw o iso lated points and a 
saddle-point).  I f  dam ping is zero, all other solutions correspond to closed 
curves  around one or the other o f  the iso lated  points, or around both 
points. I f  dam ping is not zero the curves become sp ira ls  tending to one 
or the other o f  the isolated points (corresponding to s tab le  forced  solutions) 
Jum p phenomena are d iscussed . The importance o f  the solution curves 
through the third s ingular point (a  saddle-point representing an unstable  
forced osc illation) is m ade clear.

§ 1

H e t is reeds m eer dan 40 ja a r  bekend, d a t  bij een trillin gs
kring, bevatten de de serieschakeling van een con densator en 
een spoel met ijzerkern, e igenaard ige trillingsverschijnselen  kun
nen optreden, indien in die kring een spanningsbron  w ord t op
genomen met een frequentie, w elke ongeveer gelijk is aan  
de eigen frequentie van  die kring. V e le  pub licaties zijn reeds 
aan  deze verschijnselen gew ijd. V ^e zullen er hiervan slechts 
tw ee uit de la a ts te  jaren  noemen, n.1. een publicatie  van
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Friedrichs en S to k e r  uit het ja a r  19H3]) en een dit ja a r  
verschenen boek van Stok er-). In beide w ord t het boven
bedoelde geval u itvoerig behandeld  en men m ag w el aannem en, 
d a t  zij een ongeveer ju ist  beeld  geven van de stan d  van het 
theoretisch  onderzoek van deze schakeling.

W e  con stateren  dan uit deze publicaties, d a t men reeds op 
verschillende wijzen kon aantonen, d a t  er drie periodieke op
lossingen kunnen voorkom en van de deze schakeling beh eersen
de d ifferentiaalvergelijk ing; d a t  men verd er kon aantonen, d a t 
tw ee dezer oplossingen stab ie l en de derde lab iel kunnen w o r
den genoemd en d a t  ten slotte  onder b ep aald e  om standigheden 
een overspringen van de ene stab ie le  op lossing in de andere 
kan p la a ts  vinden (kipverschijnsel). E r  blijken echter ook nog 
verschillende onopgehelderde punten te b estaan . Z o  kan  men 
zich de volgende vragen  s te lle n :

a. K an  men ook in dit geval (even als bij een trillingskring 
met een spoel zonder ijzerkern) een trillin gstoestan d  onderschei
den, die a ls de som van een gedw ongen trilling en een „vrije” 
trilling kan w orden  opgevat, a l zal de vrijheid dezer „vrije” 
trilling u ite raard  nooit zo volledig kunnen zijn a ls  in het lineaire 
g e v a l?

b. Z a l er ook kippen van de ene stab iele  periodieke trilling 
n aar de andere kunnen optreden, indien de keten w eerstan d s- 
loos w ord t gedacht, o f is dit verschijnsel gekoppeld  aan  de 
aanw ezigheid van w e e rstan d ?

c. Bij w elke begin voorw aarden  w ord t de ene stab ie le  trillin gs
toestan d  en bij w elke de andere uiteindelijk b ere ik t?

W ij zullen in dit artikel trachten  een an tw oord  op deze v ra 
gen te vinden.

§ 2

In een keten volgens hg. 1, w aarb ij in serie zijn opgenomen 
een w isselspan n in gsbron  met de spanning em sin co r , een conden
sa to r  met de cap ac ite it 6 , een w eerstan d  r  en een spoel met 
ijzerkern, w aarin  de flux 0  op treedt, w ord t de electrische 
trilling, zoals bekend is en gem akkelijk  is a f  te leiden, b eh eerst 
door de d ifferentiaalvergelijk ing : 1 2

1) „Q u a r te r ly  o f  A pp l ied  M a th e m a t ic s ” , Juli 19*43 blz. 97 e.v.
2) „N on-linear  v ibrations in mechanical and electrical System s” ( N e w  

Y o r k  1950).
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d 2 &

d x 2

d &  i
---- H-------
dx L C

co em cos cox . ( 1 )

H ierbij is voor de m agnetiseringskrom m e van het m agnetische 
m ateriaa l van de spoelkern  genomen de door B i e r m a n n s 1) 
voor het ee rst to egep aste  benadering :

. 0  0 3
i — — -f- —  .

L  l

D e d ifferentiaalvergelijk ing ( 1 ) is niet elem entair op te lossen  
(alth an s in de vele publicaties, die er reeds aan  zijn gew ijd, is 
een dergelijke oplossing niet te vinden), zelfs n iet voor het v er
eenvoudigde geval, d a t  r  — o w ord t geste ld  en dus de term 

d &
m e t ----ontbreekt. (D eze  vereenvoudigde vergelijking w ord t in

d  x
de nieuw ere A m erikaan se literatu u r v aak  de vergelijking van

D  U f f  in g  genoemd). A nderzijds levert het echter geen princi
piële moeilijkheden op, om bij gegeven begin voorw aarden  de 
daarb ij behorende particu liere oplossing van vergelijking ( 1 ) te 
bepalen . G rafisch  is dit immers altijd  mogelijk. L a te n  we b.v. 
aannemen, d a t de begin voorw aarden  voor x — o zijn & =  a Q en

---- =  a 1 , dan kan  men uit de d ifferentiaalvergelijk ing ( 1 ) de
d  x

daarb ij behorende begin w aarde van -----  berekenen.
d  x2

M en heeft dan genoeg gegevens om de k ro m testraa l en het 
krom m ingsm iddelpunt van de door a Q en a x b ep aald e  in tegraal- 
kromme ten tijde r — O te bepalen . D e  gezochte integraalkrom m e

„A rch iv  für E lektrotech n ik” 1915, B a n d  III ,  blz. 545.
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v a lt  dan over een kleine a fstan d  met de aldu s b ep aald e  krom- 
m ingscirkel sam en. M en kan dus de integraalkrom m e bepalen  
door deze krom m ingscirkel over een klein stuk  te volgen to t 
het punt, b ep aa ld  door r =  rt , voor dit punt w eer de krom 
m ingscirkel te tekenen, enz.1). D eze methode is b ru ik b aar, a ls  
men tevreden  is met de particu liere oplossing gedurende een 
niet a l te lange tijd na het beginmoment, dus b.v. gedurende 
een periode van de gedw ongen trilling, m aar voor het bepalen  
van de oplossing voor zeer grote w aard en  van x (en de op
lossing voor de w aard e  x =  oo in teresseert de technicus ju ist 
het m eest 1) is zij p ractisch  on bru ikbaar.

M en kan de bij de gegeven begin voorw aarden  behorende p articu 
liere oplossing gem akkelijker vinden, indien men over een m echani
sche integreerinrichting („d ifferen tial an a ly zer” ) besch ikt en 
deze m ethode is dan ook reeds gevolgd door T rav is  en 
W e y g a n d t* 2). M a a r  ook dan w ord t de oplossing voor r =  oo 
dikw ijls met moeite verkregen. E n  bovendien, w a t de technicus 
en de physicus nodig heeft, is in het algem een niet de p a r t i
culiere op lossing bij één b ep aa ld  ste l begin voorw aarden , m aar een 
oplossing in zodanige vorm, d a t hij een inzicht k rijgt in w at 
er gebeurt, indien de aan van gsv o o rw aard en  ol de verschillende 
in de differentiaalvergelijk ing voorkom ende grootheden (p a r a 
m eters) binnen een b ep aa ld  gebied w orden gevarieerd .

In dit opzicht zijn oplossingsm ethoden gunstiger, die een b e
naderde oplossing geven, die w e lisw aar  slechts binnen b e p a a l
de grenzen van de p aram eters b ru ik b aar  zijn, m aar d a a r  
dan  ook aan  de zo ju ist genoem de eisen voldoen.

E en  dezer m ethoden is die, w elke Poincaré voor de b en ad er
de o p lo ssin g  van  d ifferentiaalvergelijk ingen  uit de astronom ie 
to ep aste  en w elke in de la te re  jaren  ook m eerm alen bij niet_ 
lineaire trillingsproblem en is aangew end.

Zij b eru st d aaro p , d a t  men de oplossing schrijft a ls  een 
m achtreeks van een in de differentiaalvergelijk ing voorkom ende 
p aram eter, w aarb ij de coëfficiënten van  elk d ier m achten n ader 
te bepalen  functies van de onafh ankelijk  v ariab e le  zijn. D eze 
functies w orden dan b ep aa ld  uit de voorw aard en , d at, w anneer 
men deze m achtreeks in de op te lossen  d ifferentiaalvergelijk ing 
su b stitu eert, de term en, w elke de p aram eter  niet bevatten , 
tegen e lk aa r  moeten w egvallen , eveneens de term en, w elke de

:) B ie b e rb a c h :  Lehrbuch  der Different ialgleichungen (1 9 3 0 )  blz. 141.
2) „T ra n sa c t io n s  A . I. E .  E . ”  1938, blz. 423.
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parameter in de eerste macht, bezitten, enz. Poincare heelt aa n 
getoond, dat deze machtreeks voor voldoende kleine w a a r d e n  
van de parameter en voor niet te grote w a a r d e n  van de onafhanke
lijk variabele convergeert en dus een oplossing van de differen
tiaalvergelijking vormtJ). Bij zeer kleine w a a r d e n  van de para
meter zullen dan de twee eerste termen van de reeks, (dus die, 
waarin de parameter met, en die waarin hij in de eerste macht 
voorkomt) reeds een voldoende benadering geven.

In het volgende zullen wij laten zien, dat deze manier niet 
alleen zeer geschikt is voor het vinden van periodieke oplos
singen van vergelijking (1), m a a r  dat zij ook zo kan w o r d e n  
uitgebouwd, dat een duidelijk inzicht wordt verkregen in s o m 

mige niet-periodieke verschijnselen.

§ 3

W e  herleiden eerst de vergelijking (1) tot een eenvoudiger 

gedaante door te definiëren cox — t .
D e  differentiaalvergelijking krijgt dan de gedaante :

d 2<P r----- -I------- I +
d f co L

I k
l

- +  
dt

- ± —  L >  +  -  0 3\  =  ^ i
co L C \  2 / co

cos t .

Vervolgens stellen w e :

co L C
=  I — a ;

L
=  y ;

m
CO

=  ß\
r

co L Q ;

en n e m e n  dan aan, dat w e  a, ($, y en g als klein ten opzichte 
van I m o gen beschouwen, zodat die termen, waarin het product 
van deze grootheden voorkomt, kunnen w o r d e n  verwaarloosd. 
W a n n e e r  w e  dan nog in plaats van 0  de gemakkelijkere letter 
x  schrijven, krijgen w e  onder andere rangschikking der termen 

de volgende vergelijking :

• • • ^

x  +  x  =  —  q x  + a x  — y x  + ß cos t (2)

x) Poincaré  „ L e s  méthodes nouvelles de la mécanique céleste Tome I,
(1 8 9 2 )  blz. 51 e.v.
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W e stellen nu:

x  = x Q + q Xq 4- a Xa 4- y x y 4- ft xp

dus w e  schrijven de oplossing als een machtreeks van de para
meters q, a, y en ft en n e men aan, dat deze parameters zo klein 
zijn, dat de hogere machtstermen van de reeks voor w a a r d e n  
van ty die niet groter zijn dan 2 n } kunnen w o r d e n  verwaarloosd. 

( D  oor deze parameters m a a r  voldoende klein aan te nemen, 
kan hier altijd aan wo r d e n  voldaan). Stellen w e  nu

Q Xq -t- a x a 4- y x y 4- ft xp =  x x . D a n  wordt dus : x  =  x 0 4- x x .

V  uilen w e  dan deze w a a r d e  van x  in in de vergelijking (2), 
dan verkrijgen w e  :

x 0 4- 't-'i +  x Q 4- x T — — o (x0 4* Xj) +  a (x0 4- x l) —  y (xa 4" 4- j> cos t

D e  term met q x x bestaat uit componenten, die in het beschouwde 
interval te verwaarlozen zijn, omdat zij van de orde van grootte 
van de 2e macht van de kleine parameter zijn.

Hetzelfde geldt voor de term a x x, terwijl het ook duidelijk 
zal zijn, dat van de term y (x Q + x x) J alleen de term y x£ behoeft 
te worden aangehouden.

Vergelijking (2) wordt dus:
• • • • •

X o I X o  I X  j 4~ X  [ — Q X q | (X X q y X o I jX COS t  •

II ieraan kan worden voldaan door te stellen:
• •

x 0 4- x 0 — o (^a )
• • •

x x 4- x x =  —  q x 0 4- a x 0 — y x% 4- ft cos t . (6b)

V o o r  x 0 wordt gevonden x 0 = A  cos (t 4- 90). D e  integratie- 
constanten A  en 99 kiezen w e  zo, dat de beginwaarde x Q ten 
tijde t =  ö gelijk is aan de gegeven beginwaarde {aft) van j  ten 
tijde t =  o, terwijl verder x Q ten tijde t — O gelijk gemaakt wordt 
aan de w a a r d e  {aft) van ten tijde t — O, dus moet zijn:

A cos op — a 0 
— A  sin 99 — a x .

Vullen w e  de gevonden w a a r d e  voor x 0 in in vergelijking (3 b), 
dan wordt deze:

x x +  x x — q A  sin {t 4- 99) 4- a A  cos {t 4- 99) —  y A ' cos {t 4- 99) 4- ft cos t (d) 

D e  vergelijking (4 ) is gemakkelijk op te lossen; de integratie-
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c o n s t a n t e n  m o e t e n  d a a r b i j  zo  w o r d e n  g e k o z e n ,  d a t  z o w e l  x 1 a l s  

x x t e n  t i jd e  t — O d e  w a a r d e  n u l  h e b b e n .  D a a r m e e  h e b b e n  w e  

e e n  ( b e n a d e r d e )  o p l o s s i n g  v a n  v e r g e l i j k i n g  ( 2 )  g e k r e g e n ,  die  

g e l d t  in h e t  t i j d s i n t e r v a l  O ^  t ^  2 n. M a a r  a l v o r e n s  d e z e  o p 

l o s s i n g  n a d e r  te  b e s t u d e r e n ,  v r a g e n  w e  o n s  a f ,  h o e  w e  h e t  

g e v o n d e n  r e s u l t a a t  p h y s i s c h  k u n n e n  i n t e r p r e t e r e n .

D a t  x 0 d e  e ig e n  t r i l l i n g  v a n  d e  k e t e n  v o o r s t e l t  v o o r  

a =  /3 =  y =  o =  0  is o n m i d d e l l i jk  d u id e l i jk .  D e  m e t  d e z e  e ig e n  

t r i l l i n g  g e p a a r d  g a a n d e  s t r o o m  v e r o o r z a a k t  s p a n n i n g e n  o v e r  de  

w e e r s t a n d  r, o v e r  d e  r e a c t a n t i e ,  d ie  d e  v e r s t e m m i n g  a v e r -
3

t e g e n w o o r d i g t  en  o v e r  e e n  e le m e n t ,  d a t  v o o r  d e  t e r m  m e t  (P 
in d e  v e r g e l i j k i n g  v a n  B i e r m a n n s  v e r a n t w o o r d e l i j k  k a n  w o r d e n  

g e s t e l d .  D e z e  s p a n n i n g e n ,  t e z a m e n  m e t  d e  o p g e d r u k t e  s p a n n i n g ,  

l e v e r e n  d e  t e r m e n  in h e t  r e c h t e r  l id  v a n  v e r g e l i j k i n g  ( 4). Z i j  

w e r k e n  t e z a m e n  m e t  d e  o p g e d r u k t e  w i s s e l s p a n n i n g  in o p  de  

k e t e n ,  w a a r v o o r  g e l d t  «  =  y =  q — O , ( d u s  d e  o n g e d e m p t e  k e t e n  

m e t  d e  e ig e n  p e r i o d e  2 tt) e n  g e v e n  d a a r b i j  a a n l e i d i n g  t o t  de  

tr i l l in g ,  die  d o o r  x x w o r d t  v o o r g e s t e l d .

§ 4.

W e  z u lle n  nu o n d e r z o e k e n ,  o f  e r  b e p a a l d e  w a a r d e n  v o o r  

A e n  cp zijn a a n  te  w i j z e n ,  w a a r v o o r  x  p e r i o d i e k e  o p l o s s i n g e n  

m e t  d e  p e r i o d e  2 n b e z it .  D a a r  ;r0 d e  p e r i o d e  2 n h e e f t ,  b e t e k e n t  d it ,  

d a t  o o k  x x p e r i o d i e k  m o e t  zijn m e t  d e  p e r i o d e  2 n. D a a r  c o s  (t -f  op) 
te  h e r l e i d e n  is t o t  \  c o s  3 (/ +  op) +  f  c o s  (t +  cp) , b l i j k t  h e t  r e c h -  

t e r l i d  v a n  v e r g e l i j k i n g  ( 4) te  b e s t a a n  u it  é é n  t e r m  m e t  d e

p e r i o d e  ----- en  e e n  a a n t a l  t e r m e n  m e t  d e  p e r i o d e  2 jz . D e  e e r s t -

3
b e d o e l d e  t e r m  g e e f t  a a n l e i d i n g  t o t  e e n  c o m p o n e n t  v a n  x x m e t  

d e  p e r i o d e  -----, d u s  t e n  t i jd e  t =  2 n h e e f t  die  c o m p o n e n t ,  a l s -
3

o o k  d e  e e r s t e  a f g e l e i d e  e r v a n ,  d e z e l f d e  w a a r d e  a l s  t e n  tijd e  

1 =  0 . D e z e  c o m p o n e n t  m o e t  d u s  w e l  in a a n m e r k i n g  g e n o m e n  

w o r d e n ,  a l s  m e n  d e  j u i s t e  k r o m m e v o r m  v a n  d e  r e s u l t e r e n d e  

t r i l l i n g  w i l  b e p a l e n ,  m a a r  o p  h e t  a l  ol n ie t  o p t r e d e n  v a n  e e n  

p e r i o d i e k e  t r i l l i n g  o e i e n t  hij g e e n  e n k e l e  i n v l o e d  u it.  A n d e r s  is 

h e t  m e t  d e  t e r m e n  m e t  d e  p e r i o d e  2 n , d u s  m e t  e e n  p e r i o d e  

g e l i jk  a a n  d e  e i g e n  t r i l l i n g s t i j d  v a n  d e  t r i l l i n g s k e t e n .  H e t  is 

b e k e n d ,  d a t  d e z e  t e r m e n  a a n l e i d i n g  g e v e n  t o t  n i e t - p e r i o d i e k e  

c o m p o n e n t e n  v a n  x x , d ie  l i n e a i r  m e t  d e  t i jd  t o e -  o l  a f n e m e n .  

O p d a t  e r  e e n  p e r i o d i e k e  o p l o s s i n g  m e t  d e  p e r i o d e  2 n zij, m o e t e n
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d u s  d e  t e r m e n  in h e t  r e c h t e r l i d  v a n  v e r g .  (4) w e l k e  d e  p e r i o d e  

2 7i h e b b e n ,  t e g e n  e l k a a r  w e g v a l l e n .  D i t  b e t e k e n t  d u s ,  d a t  m o e t  

g e l d e n  :

q A s in  (t +  p) +  a A  c o s  (t +  p) — |  y A ’ c o s  (t -+- p) +  /? c o s  t =  O . ( 5 )  

I n d i e n  w e  v o o r  /? c o s  t s c h r i j v e n  :

ƒ ?  c o s  t — {$ c o s  ( /  +  cp —  cp)  =  p  ( c o s  +  9 9 )  c o s  cp +  sin  ( t  +  p )  sin  p ]

d a n  v a l t ,  d a a r  z o w e l  d e  s i n u s t e r m e n  a l s  d e  c o s i n u s t e r m e n  e l k a a r  

m o e t e n  c o m p e n s e r e n ,  v e r g e l i j k i n g  ( 5) u i t e e n  in d e  t w e e  v o l g e n 

d e  v e r g e l i j k i n g e n  :

Q A  sin  (t +  p) +  P sin  (t +  p) sin  p =  o 
en

a A c o s  (t +  p)  -  |  y A  c o s  (t +  p) +- p c o s  (t +  p) c o s  p =  O .

H i e r u i t  v o l g t  d u s  :

q A +  p s in  p — o  ( 6 a )

a A — f  y A 3 -h p c o s  p =  o  . ( 6 b )

W e  le id e n  h i e r u i t  g e m a k k e l i j k  a f  :

P =  A { q +  (a -  f  y A 2) 2}  (7a )

(7b )

W e  zie n , d a t  w e  f o r m e e l  d e z e l f d e  f o r m u l e s  k r i j g e n  a l s  in h e t  

l i n e a i r e  g e v a l  (y =  o)  , m it s  m e n  in d e  p l a a t s  v a n  a n e e m t

a - f  y A \
A l s  m e n  p u i t z e t  a l s  f u n c t i e  v a n  A  e n  a a n n e e m t  a O en  

Q ^ 0  ( n i a a r  n ie t  te  g r o o t ) ,  k r i j g t  m e n  d e  b e k e n d e  k r o m m e  

v o l g e n s  fig. 2 .
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H e t  g e v a l  q =  o  g e e f t ,  z o a l s  u it  ( 6 a )  en  ( 6 b )  v o l g t  :

s in  cp =  O ; d u s  cp =  O o f  99 =  n ;

a A — j  y A 3 =  — ƒ? ( v o o r  99 =  o)
►

a A — & y A J =  f3 ( v o o r  cp =  n) >

w e l k e  l a a t s t e  v e r g e l i j k i n g e n  w o r d e n  v o o r g e s t e l d  d o o r  d e  w e l 

b e k e n d e  k r o m m e  v o l g e n s  lig. 3 .

I n t e r e s s a n t  is o o k  h e t  v e r b a n d  t u s s e n  a en  A bij c o n s t a n t e

P en  q.

3.

W e  h e r l e i d e n  (7a )  t o t :

A 2 {« - 1 7 A J  =  /f -  e
2\2 »2 2

w a a r u i t  v o l g t  :

^ 2 ±

B ij i e d e r e  w a a r d e  v a n  A v i n d t  m e n  d u s  t w e e  w a a r d e n  v a n  

a , w e l k e  s y m m e t r i s c h  l i g g e n  t e n  o p z i c h t e  v a n  d e  k r o m m e  

a =  |  y A~ . D i t  is d e  b e k e n d e  „ o m g e v a l l e n " ’ r e s o n a n t i e k r o m m e  

(zie fig. 4). D e  t o p  v a n  d e  k r o m m e  l ig t  bij

—  -  0 =  O , d u s  bi; A =  -
6

D e z e  p e r i o d i e k e  o p l o s s i n g e n  zijn ( z o a l s  in § 1 a l  w e r d  o p g e m e r k t )  

r e e d s  e e r d e r  v e r k r e g e n ,  zij h e t  d a n  v o l g e n s  e e n  ie t s  a n d e r e  

m e t h o d e .  W i j  z u l le n  h i e r  d a n  o o k  n ie t  v e r d e r  o v e r  u i t w e i d e n .  

T o t  n u t o e  s c h i jn t  e r  e c h t e r  n ie t s  o v e r  g e p u b l i c e e r d  te  zijn, h o e
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d e  o p l o s s i n g  w o r d t ,  w a n n e e r  d e  b e g i n v o o r w a a r d e n  a a n m e r k e 

lijk  a f w i j k e n  v a n  d ie ,  w e l k e  o n m i d d e l l i jk  t o t  e e n  p e r i o d i e k e  o p 

l o s s i n g  le id e n .

§ 5.

^ V e  z u lle n  d u s  nu a a n n e m e n ,  d a t  d e  b e g i n v o o r w a a r d e n  A en  

op t e n  t i jd e  t — o  zo g e k o z e n  zijn, d a t  n i e t  j u i s t  e e n  p e r i o d i e k e  

o p l o s s i n g  o p t r e e d t .  D e  o p l o s s i n g  v a n  d e  b e i d e  v e r g e l i j k i n g e n  

( 3 a )  en  (4) is d i r e c t  n e e r  te  s c h r i j v e n ,  m a a r  w e  d ie n e n  te  b e 

d e n k e n ,  d a t  d e z e  o p l o s s i n g e n  s l e c h t s  e e n  v o l d o e n d e  b e n a d e r i n g  

v a n  v e r g e l i j k i n g  (2) g e v e n  in h e t  i n t e r v a l  o  ^  t ^  2  n . W e  

z u lle n  nu zo te  w e r k  g a a n ,  d a t  w e  m e t  b e h u l p  v a n  d e z e  o p 

l o s s i n g e n  d e  w a a r d e  v a n  x  en  x  t e n  t i jd e  t — 2 n b e p a l e n .  D e z e

w a a r d e n  zijn d a n  d e  b e g i n w a a r d e n  v a n  e e n  2 e  o p l o s s i n g  v a n  d e  

v e r g e l i j k i n g e n  ( 3a )  e n  ( 4), d ie  in h e t  i n t e r v a l  2 n ^  t ^  4  n a l s  

e e n  v o l d o e n d e  b e n a d e r i n g  v a n  v e r g e l i j k i n g  ( 2 )  zijn t e  b e s c h o u w e n  ; 

d a a r m e e  b e p a l e n  w e  d e  b e g i n w a a r d e n  v a n  e e n  in h e t  i n t e r v a l  

4  ji ^  t ^  6  ui g e l d e n d e  o p l o s s i n g ,  en z. O p  d e z e  m a n i e r  k r i j g e n  

w e  e e n  r e s u l t e r e n d e  o p l o s s i n g ,  d ie  v o o r  a l l e  w a a r d e n  v a n  t 
a l s  e e n  g o e d e  b e n a d e r i n g  v a n  d e  o p l o s s i n g  v a n  v e r g e l i j k i n g  ( 2 )  

k a n  w o r d e n  b e s c h o u w d .  B e p a l e n d  v o o r  d e z e  r e s u l t e r e n d e  o p 

l o s s i n g  zijn d u s  d e  w a a r d e n  v a n  A en  99 o p  d e  t i j d s t i p p e n  t =  O, 
t — 2 n , t =  4  7i , en z.  H e b b e n  w e  d e z e  g e v o n d e n ,  d a n  is d e  v o l 

l e d i g e  o p l o s s i n g  g e g e v e n .

V / e  k u n n e n  g e m a k k e l i j k  a f le id e n ,  h o e  g r o o t  d e  t o e n a m e  v a n  

A e n  op in e e n  i n t e r v a l  2 ji b e d r a a g t ,  z e l f s  z o n d e r  d a t  w e  a l le  

t e r m e n  v a n  x x u i t r e k e n e n .  A l l e  p e r i o d i e k e  t e r m e n  h e b b e n  im m e r s  

t e n  t i jd e  t — O en t — 2 n d e z e l f d e  w a a r d e .  W e  b e h o e v e n  d u s  

u i t s l u i t e n d  te  l e t t e n  o p  d e  niet-periodieke c o m p o n e n t e n  v a n  x x ,
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d.w.z. die componenten, die v ero o rzaak t w orden door de term en 
met periode 2 n in het 2e lid van vergelijking (4), dus door de 
term en in het le  lid van vergelijking (5).

Z o a ls  uit de lineaire trillingstheorie bekend is, hebben deze 
niet-periodieke componenten de volgende g e d a a n te :

, B
— i  Q A t cos ( t  4- cp) 4- \  (a A  — |  y A ) t  sin (t  4- cp) 4—  t  sin t

2

D a a r  sin t  =  sin (t  +  cp — 9 9 )  =  sin (t  +  9 9 )  cos cp — cos {t  +  cp) sin cp 

kan hier ook voor w orden geschreven :

— 4 (o A 4- {} sin cp) t cos (t 4- cp) 4- 

\  (a A — |  y A D +  /? cos cp) t sin (t +  cp) .

D e le  term is in faze o f tegenfaze met A cos (/ +  cp) en geeft
dus aanle iding to t een verandering van A, de 2e is 90° in faze 
verschoven met A  cos (t +  cp) en geeft dus een verandering van 
cp . D it doet de v ra a g  rijzen, o f we u itdrukking (9), opgeteld  
bij A cos (t -b cp) w ellicht kunnen schrijven a ls  :

(A  4- t A A ) cos (/ 4- 9 9  +  t A cp) . (10)

D it  kan in derdaad , om dat bij verw aarlozing van hogere 
m achten van A A  en A cp g e ld t : (A 4- t A A ) cos (t 4- cp 4- t A cp) =
A  cos (t 4- cp) +  t A A cos (t 4- 99) — A t A cp sin (t +  cp) .

D o o r vergelijking van deze uitdrukking met de uitdrukking 
(9) w ordt gevonden :

A A =  — \  (q A 4- P sin cp) (11 a)

A cp = ---- fez — —y A 2 4- — cos cp\ . (H b )
2A 4 A )

U it (10) en (11) leiden we a f, d a t de toenam e van A  en 9 9  

in de periode 2 n b e d r a a g t :

2  n A A  — — n ( o  A 4 -  / i  s i n  cp) ( 12 a)

e n  2 ji A cp — / 3 „2 B— ji\ a ---- y A 4-----cos cp
4 A

( 1 2 b )

M e t behulp der vergelijkingen ( 12 ) kunnen we dus de w aard en  
van A  en cp ten tijde t — 2 n , 4 n , 6 n enz. bepalen. D e aldus 
achtereenvolgens in het A cp vlak  gevonden punten bepalen  een 
veelhoek, w aarv an  de punten zeer dicht bij e lk aa r  liggen, d a a r  
elk  der termen in het rechterlid  een der kleine p aram eters
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a , p , y o f q b ev at, (het gebied v lak  bij A — O zonderen we 
even uit). D eze veelhoek v a lt dus practisch  sam en met de 
kromme, die b ep aa ld  w ord t door de differentiaalvergelijk ing, 
die verkregen  w ordt, door de beide vergelijkingen (12) op el
k a a r  te delen en daarin  de grootheden A A en A cp te v ervan 
gen door d  A  en d  cp1).

D e het verban d  tu ssen  A  en cp bepalende d ifferen tiaa lverge
lijking w ord t dus :

d A

d  cp

q A +  P sin cp
o a2 ra — 4 y A H----cos cp
4 A

(13)

W e  merken op, d a t  voor die w aard en  van A  en cp, w aarb ij 
blijk ens de vergelijkingen (6) periodieke oplossingen behoren, 
te ller en noem er in het rechterlid  van (13) beide nul w orden, 
zod at periodieke oplossingen corresponderen  met singulariteiten  
van deze differentiaalvergelijk ing.

H e t gebied A ^ o  (d a t we zo ju ist uitzonderden) levert geen 
m oeilijkheden o p ; in dit gebied is de term met y in het 
rechterlid  van vergelijking (2) te verw aarlozen  en deze v erge
lijking w ord t lineair.

§ 6.

D e vergelijking (13) is elem entair op te lossen  in het geval, 
d a t  q =  O geste ld  m ag w orden en dit geval zullen w e dan ook 
eerst gaan  beschouw en.

V erg . (13) w ord t dan :

d  A A P sin cp

d  cp a A  — f  y A 4-/8 cos cp

H ieru it leiden we a f :

(a A — f  y A 3) d  A =  A P sin cp d  cp — p cos cp d  A

a A d  A — j  y A ° d  A — — P {A d  (cos cp) 4- (cos cp) d  A }  — — p d  (A  cos

1) E en  soortgelijke gedach tegang  blijkt gevolgd te zijn door K ry lo f f  en 
Bogoliubo fï  bij de behandeling van het geval  van een teruggekoppelde 
versterker, zie „ l O n d e  électrique” 1936 blz. 508 e.v.
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D  eze vergelijk ing is d irect te integreren to t :

a A 2 — -f-Q y A 4 =  — ft A  cos cp -f C  of

T3g 7 d 4 -  \  a A 2 — A  cos op +  C — o . . (15)

In een rechthoekig coördinaten  ste lse l a 0 a xi w aarb ij a 0 =  A cos cp 
en a x =  — A z sin cp , w ord t deze vergelijk ing:

jq  y (a l +  a\) — ^ a (<?o +  #i) — P ci0 +  C =  o . (16)

D eze vergelijking b e p a a lt  een ste lse l gesloten  krommen, die 
e lk a a r  niet snijden (behoudens één uitzondering, w aaro p  we 
nog terug zullen komen) en die de a 0-as to t sym m etrie-as hebben. 
Bij gegeven w aard en  van a, /? en y zijn deze krommen nauw 
keurig te berekenen, m aar ook zonder veel rekenw erk is het 
m ogelijk een duidelijk inzicht te krijgen in het verloop dezer 
krommen. V an  groot belang zijn hierbij de ligging en de aa rd  
van  de singuliere punten. Bij het onderzoek hiervan zullen we 
de oplossing in de vorm van vergelijking (16) gebruiken.

Schrijven we deze vergelijking sym bolisch a ls 
f ( a 0 a i) =  o, dan is bekend, d a t  die punten van de kromme 
f  (a0 ad) — o singulier zijn, w aarv o o r geldt

- =  o en

D e a a rd  van de sin gu larite it w ordt b ep aa ld  door de uitdrukking

\
ü aQ ü a j

l l l l
d a ld a ,

V o o r Dd>0  zijn er in het singuliere punt tw ee verschillende 
raaklijnen  aan  de integraalkrom m e : het punt is dus een dubbel
punt (zadelpunt) ; voor D =  o vallen  beide raaklijnen  sam en 
{keerpunt) en voor D <  O w orden de raaklijnen  im ag in a ir : het 
punt is een geïsoleerd p u n tJ).

U it (16) volgt :

— = f 7 «o (a° +  a\) -  a a 0 -  ß 
d aQ

V
da, *)

=  a , { f  y {a l +  al)

(17a)

(17b)

*) F r icke  : Lehrbuch  der Differential- und Integralrechnung (1918 )

B a n d  1 blz. 316 e.v.
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*■ ƒ
=  1 7 a ~° +  f  y a'i -  a

'O
.2

y /
=  I  7a ° a i

(17c)

(17 d)

^  f  -  9 ^  , 3 2

da l
i  7 a i +  4 7 a 0 ~ a (17e)

U it (17a) en (b) volgt, d a t  singulariteiten  optreden  voor die 
punten a ö en a x w aarv o o r  g e ld t :

a x — o en \  y a 60 — a a Q — /? =  o . (18)

D eze punten zijn dezelfde, die door (6a) en (b) w orden b e
paald , indien d aarin  q =  O w ordt geste ld  ; zij komen duo overeen 
mei periodieke oploéóingen. D e  kromme, die het verban d  tussen  
a 0 en , neergelegd in vergelijking (18) aan gee ft, heeft voor 
a O de in figuur 3 aangegeven  ged aan te . V o o r  niet te grote 
w aard en  van jj heeft deze vergelijking drie w ortels, die we met 
a z, a 9 en A3 zullen aangeven, w aarb ij moge gelden A l •\|^42|<\ |*4 .

U it vergelijking (17c), (d) en (e) volgt dan  :

 ̂ I
— a ;■

Ö2/

d a0d a l )Ai
= o : öV"'

=  f  7 A l  -  a  .
A

V o o r D a vinden we dan :
I

D a * =  -  ( |  7 -dl -  a) ( f  7 A\ -  a) .

O p  soortgelijke wijze vo lgt voor

Da2 = -  (%7 Al -  a) (&7 Al -  a) 

en voor A 3 : =  -  ( f  y A\ -  a ) ( f  y A\ -  a) .

D e u itdrukking \ y  A 2 — a  w ord t nul voor het punt A 0 , w a a r  
de kromme van fig. 3 de a s  p =  O snijdt, zoals onmiddellijk uit 
vergelijking (18) volgt. W e  zullen aantonen, d a t  de uitdrukking 
f  7 A — a  nul w ord t voor de w aard e  A m, die m et het maximum 
o f minimum der kromme van fig. 3 correspon deert.

U it  (18) volgt immers —— =  j  y #1 — a .
d  a 0

V o o r Am geld t d u s : f  y A*n — a — O .
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D a a r  nu A ï \<^\A m\ en \AZ\ <  'A0\ (zie fig. 3) zijn beide fa c 
toren in de uitdrukking voor D Ai negatie f, derhalve is D A i<^0 
en A 1 is dus een geïsoleerd punt.

O ok  A 3 is een geïsoleerd punt, d a a r  \A | >  \A0\ en A \  >  \Am 
zod at beide factoren  p ositie f zijn en D A3 is dus w eer negatie f. 
A nders is het met A^. H iervoor geld t im m ers:

D e ene facto r van D A is dus positie f, de andere n egatie f 
en dus is D Â >  O. H e t punt A 2 (d.w .z. ieder punt tu ssen  A m

en A 0) is dus een dubbelpunt met tw ee raaklijnen , die, zoals 
zonder moeite is te berekenen, sym m etrisch gelegen zijn. D eze 
raaklijnen  vallen samen in de richting van de a s a x — O voor het 
punt Am (w aarv o o r immers D  =  O w ordt). Zij vallen w ederom  
sam en voor het punt A0 (w aarv o o r immers ook D  — o), m aar  
dan  in een richting loodrecht op de a s — O.
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F ig .  7.

In fig. 5 hebben w e de integraalkrom m en volgens vergelijking 
(16) gesch etst in het geval, d a t  de vergelijking (18) drie v er
schillende, reële w orte ls heeft. a Q en a I zijn hierin dus de w aar- 
den van x  en van x  ten tijde t =  O, t — 2 ny enz. dus op ogenblikken,
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die telkens een tijd  2 n na e lk a a r  liggen. D e gestippelde krommen 
I I  en I I I  stellen die w aard en  van a 0 en a x voor, w aarb ij de noemer 
van vergelijking (H )  nul w ord t en w aarin  de integraalkrom m en 
dus raken  aan  de verbindingslijn  van het betreffende punt met 
de oorspron g van het coörd in aten stelse l. H ierop  zal bij fig. 6 en 7 
n ader w orden ingegaan.

W e  kunnen in fig. 5 drie soorten  krommen onderscheiden n.1.
a) krommen om het punt A 1;
b) krommen om het punt A 3;
c) krommen om beide punten.
A p a rt  s t a a t  dan nog de kromme door A 2, die men a ls  een 

zichzelf sn ijdende kromme kan  beschouw en (o f a ls  een kromme 
om A 3, w aarv an  de om gebogen toppen e lk a a r  ju ist  raken ) en 
die de verschillende soorten  krom men scheidt. E en  dergelijke 
kromme heet in de m athem atische literatu u r „ se p a ra tr ic e ” .

U it figuur 5 b lijkt duidelijk, d a t  de periodieke oplossing, 
corresponderend met A x o f A 3 een geheel an der k a ra k te r  heeft 
dan  die correspon deren d  met A 2 . Een  geringe afw ijk ing van de 
met de periodieke oplossing corresponderende begin voorw aarden  
beteken t in het eerste  geval immers, d a t  een kromme beschreven 
w ordt, die dicht om A 1} resp . A 3 heen ligt. M en  kan A x en A 3 
dus stabiele oplossingen  noemen.

G eheel an ders s t a a t  het met de periodieke oplossing a a n 
gegeven door A 2. E en  geringe afw ijk ing van de met deze op 
lossin g overeenkom ende begin voorw aarden  v ero o rzaak t het d oor
lopen van krommen, die zich to t op grote a fstan d  van het punt 
A 2 u itstrekken  en in zoverre kan deze oplossing Labiel w orden 
genoemd. N ie t vergeten  m ag dan echter w orden, d a t  het punt 
a Ql a l bij het doorlopen van die kromme ten slotte  toch w eer te l
kens in de onm iddellijke nabijheid van het punt A 2 terugkom t 
en in zoverre zou men ook de periodieke oplossing, gekenm erkt 
door A 2t w el met enig recht stabiel kunnen noemen. H e t hangt 
er dus slechts van a f, hoe men het begrip  lab ilite it definieert.

H oe de integraalkrom m en er uit zullen zien in het geval 
A x — A 2 — A m, w aarb ij de beide w orte ls A x en A 2 dus sam en
vallen , behoe ft na het boven staan de w el niet m eer afzonderlijk  
te w orden gesch etst. H e t singuliere punt A x A 2 is dan, zoals 
w e boven zagen, een keerpunt gew orden ; alle integraalkrom m en 
om sluiten het punt A 3. H e e ft  men een periodieke oplossing, 
die door A m w ord t g ek arak teriseerd  en m aak t men iets groter, 
dan  g a a t  het punt ci0j a x dus een zeer grote integraalkrom m e 
om het punt A 3 beschrijven. D it  kan, zoals we verderop  nog
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zullen verduidelijken, a ls  de som van een gedw ongen trilling 
(gekenm erkt door A  3) en een „v r ije ” trilling w orden  beschouw d. 
H e t is dus niet zo, d a t  de oplossing in d it geval p lotseling van 
A m n aar  A 3 springt, zoals men som s in de literatu u r vindt a a n 
gegeven.

H et kipveróchijiuel ló dud in principe niet een springen van de 
ene periodieke oplooöing in de andere, m aar bet veranderen van een 
periodieke trilling in de óom van een andere periodieke Irilling en een 
daarbij behorende „vrije”  trilling van grote amplitude.

N ad ru k k elijk  w o rd t er op gew ezen, d a t  de b oven staan d e b e
schouw ingen om trent de stab ilite it  slechts gelden voor het geval, 
d a t  de keten  verliesvrij is. H e t is te verw ach ten  (zie ook § 7) 
d at, indien men de w eerstan d  in aanm erking neemt, de krommen 
om A z en A 3 sp iralen  zullen w orden, die in A If resp . A 3 u it
lopen en d a t  een in tegraalkrom m e, die u itg aa t  van  een punt 
in de buurt van  A 2, eveneens ten slo tte  in A r o f A 3 zal uitm on
den, zo d at de perodieke op lossing A 2 dan  zonder enig vo orb e
houd labiel m oet w orden genoemd. V an  de som van een andere 
gedw ongen trilling en een „v r ije ” trilling, w aarin  bij het kippen 
een gedw ongen trilling kan overgaan , w ord t de „v r ije ” trilling 
door de w eerstan d  gedem pt en men krijgt dan in d erd aad  een 
overgaan  van de ene gedw ongen trilling in de andere.

W an n eer  zullen de integraalkrom m en d aarb ij in A x en w an 
neer in A 3 uitmonden ? D eze v ra a g  zulllen w e in de volgende 
p a r a g r a a f  trachten  te beantw oorden . M a a r  ee rst zullen w e de 
krommen volgens fig. 5 vergelijken met de analoge krommen, 
die we in het lineaire geval krijgen. V ullen  we in vergelijking 
(15) in y — O, dan vinden w e :

\  a A 2 H- /3 A  cos 9o — C =  o .

M en kan  aantonen, d at dit een ste lse l cirkels v o o rste lt met
o

a ls m iddelpunt het punt Aun — ---- gelegen op de lijn a 1 =  O .
a

W e  w eten uit de lineaire theorie, d a t  elk dezer cirkels te in
terpreteren  is a ls  de som van een gedw ongen trilling m et een

o
am plitude — en een vrije trilling. O p  soortgelijke wijze kunnen 

a
we de gesloten  krommen om A x o f om A 3 interpreteren  a ls  de 
som van een gedw ongen trilling en een „v rije” trilling, d a a r 
bij echter bedenkende, d a t  deze „v r ije ” trilling niet m eer a ls  
volkom en los van de gedw ongen trilling m ag w orden gedacht,
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zoals in het lineaire geval. In de volgende p a r a g r a a f  zullen we 
nog op andere wijze laten  zien, d a t deze sp litsin g in gedw ongen 
en „vrije”  trilling ook in het niet-lineaire geval m ogelijk en 
v ru ch tb aar is.

§ 7.

W ij zullen thans trachten  een inzicht te krijgen inzake het 
verloop van de integraalkrom m en, indien de w eerstan d  niet te 
verw aarlozen  is. D e  integraalkrom m en w orden  dan b ep aa ld  
door de vergelijking (13). D eze vergelijking is niet elem entair 
op te lossen  (alth an s deze oplossing is ons niet gelukt). D it  
neemt echter niet w eg, d a t  w e de essentiële eigenschappen 
dier krommen toch w el kunnen vinden.

V an  groot belang zijn u ite raard  de beide krommen, w aarv o o r 
de te ller resp . de noem er nul w orden. D e  eerste  dezer beide 
krommen w ord t b ep aa ld  door de vergelijking q A +  ft sin cp =  O . 
D  eze kromme is een cirkel, die door de oorspron g g a a t  en de

o
middellijn — b e z it; zij is in figuur 6 door I aangegeven . D e

Q
tw eede dezer krommen is die, w aarv o o r geldt :

f$ cos cp — ^ y A 3 +  a A =  o . (19)

H e t verloop dezer kromme hangt a f  van  de p aram eters. 
K ie s t  men a >  o , (en alleen d a t  geval is eigenlijk in teressan t) 
dan v a lt  voor voldoende kleine w aard en  van deze kromme 
in tw ee gescheiden deelkrom m en uiteen.

P moet dan zo klein zijn, d a t  ook voor sin cp =  O de v erge
lijking (19) nog drie verschillende reële w orte ls heeft. D eze 
beide deelkrom m en zijn in fig. 6 met I I  en I I I  aangeduid . D e 
snijpunten dezer deelkrom m en m et de a s  cp =  O en het v e r
lengde d aarv an  zijn punten, die overeenstem m en met de punten 
A If A 2 en A 3 van  fig. 3. Bij toenem ende P vallen  bij een b e
p aald e  w aard e  p,n de beide w orte ls A x en A 2 sam en to t A m, 
w aarv o o r de in de voorgaande p a r a g r a a f  afgele ide w aard e  geldt 
(zie ook fig. 3.) D e  beide deelkrom m en II en I I I  raken  e lk aa r  
dan in het punt A  =  A m;cp =  n  (V o o r  nog grotere w aard en  
van p vormen de deelkrom m en één sam enhangende kromme, 
die de lijn cp — n niet snijdt). B elan grijk  is ook nog, d a t  voor 
iedere w aard e  van ft het snijpunt van deelkrom m e III  met de

lijn cp =  — , resp . —- b ep aa ld  w ordt door de betrekkin g :
2 2
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f  7 d l  -  a =  O .

W e  s t e l l e n  n u v a s t ,  d a t  buiten d e  c i r k e l  I d e  u i t d r u k k i n g  

q A +  p s in  op i>  o  is e n  e r  binnen is d ie  u i t d r u k k i n g  <C o  . D i t  

b e t e k e n t ,  d a t  buiten d e  c i r k e l  I b l i jk e n s  v e r g e l i j k i n g  ( 11a )  AA  
n e g a t i e f  is, d u s  d a t  d a a r  m e t  t o e n e m e n d e  ti jd  d e  w a a r d e  v a n  

A  a f n e e m t ;  binnen c i r k e l  1 is h e t  j u i s t  o m g e k e e r d .  V e r d e r  g e l d t  : 

P c o s  op — f  y A +  a A <C o  v o o r  p u n t e n  buiten d e  k r o m m e  I I I  

en  binnen k r o m m e  I I ,  t e r w i j l  v o o r  h e t  g e b i e d  tuooen d e  k r o m m e n

I I  e n  I I I  g e l d t : P c o s  (p — f  y A ° 4- a A  O . U i t  v e r g e l i j k i n g  ( 1  l b )  

v o l g t  d a n ,  d a t  in h e t  g e b i e d  luóéen d e  b e i d e  k r o m m e n  I I  en

I I I  A op n e g a t i e f  is, d u s  cp m e t  t o e n e m e n d e  t i jd  a f  neemt en  

o v e r a l  e l d e r s  toeneemt. Op de krommen I I  en I I I  verandert 
duo de draairichting van de vector A ;  in de punten van kromme I  
raken de integraaikrommen aan cirketo met de ooróprong tot middel
punt.

W a n n e e r  w e  nu n o g  d e  a a r d  v a n  d e  s i n g u l a r i t e i t e n ,  d . w . z .  

h e t  v e r l o o p  d e r  i n t e g r a a l k r o m m e n  in d e  b u u r t  d e r  s in g u l ie r e  

p u n t e n ,  o p g e s p o o r d  h e b b e n ,  h e b b e n  w e  v o l d o e n d e  g e g e v e n s  om  

o n s  e e n  d u id e l i jk  b e e l d  v a n  d e  i n t e g r a a l k r o m m e n  te  v o r m e n .

D e  s i n g u l a r i t e i t e n  ( p e r i o d i e k e  o p l o s s i n g e n  1) w o r d e n  g e v o r m d  

d o o r  d e  s n i j p u n t e n  v a n  d e  k r o m m e  I m e t  d e  d e e l k r o m m e n  I I  

e n  I I I .  L a a t  h e t  p u n t  Pi  m e t  d e  c o ö r d i n a t e n  Apcpi e e n  d e z e r  

d r i e  s n i j p u n t e n  v o o r s t e l l e n  en  A i c o s  (t 4- cpi) d u s  e e n  p e r i o d i e k e  

o p l o s s i n g .

W e  s p l i t s e n  n u x 0 — A c o s  (t -f- cp) in d e  t w e e  c o m p o n e n t e n  

A i cos (t 4- (pi) en Bi cos (t 4- yj2)  , h e t g e e n  u i t e r a a r d  s t e e d s  m o g e 

lijk  is e n  s c h r i j v e n  d u s  :

x 0 =  Ai c o s  {t 4- 9o2) +  Bi c o s  (t +  ip2)

w a a r u i t  v o l g t : x 0 =  — Ai  sin  (t 4- (pi) — Bi sin  (t 4- ipi) .

W e  v u l l e n  d e z e  u i t d r u k k i n g e n  in in h e t  r e c h t e r  l id  v a n  v e r -  

l i jk in g  (3b ),  e n  s c h r a p p e n  d e  t e r m e n  m e t  h o g e r e  m a c h t e n  v a n  

Bi,  d a a r  w e  h e t  v e r l o o p  in d e  n a b i j h e i d  v a n  h e t  p u n t  Pi  w i l l e n  

w e t e n ,  z o d a t  Bi k l e in  m a g  w o r d e n  o n d e r s t e l d .  D e  h e t  v e r l o o p  

d e r  i n t e g r a a l k r o m m e n  b e p a l e n d e  t e r m e n  zijn d a n  :

{ q A i sin  {t +  (pi) 4- a Ai c o s  (t 4- cpi) — y A] c o s '  (t +  cpi) 4- P c o s  / }  +  

4- q B i s in  (t 4- ipi) 4- a B { c o s  {t 4- xpi) — 3  y A] Bi c o s 2 (t 4- cpi) c o s  (t 4- ipi)

D e  t e r m e n  t u s s e n  d e  a c c o l a d e s  m e t  d e  p e r i o d e  2  n c o m p e n -
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seren  e lk aa r  ju ist, om dat we A i en cpi ju ist  zo gekozen hebben, 
d a t  deze term en w egvallen . B ep alen d  voor de b aan  van het 
punt A/<p zijn dus enkel de term en met periode 2 n van de 
uitdrukking :

q Bi sin (t +  ipz) +  a B i cos (t +  xpt)  -  $ y A * B i co s2 (t +  cpi) cos (t +  xpi)

D e uitdrukking cos2 (t +  cpi) cos (t +  yji) b lijk t na enige her
leiding de volgende term en met periode 2 n te hebben :

\  cos (( 4- yji) {2  +  cos (2 cpi -  2 y)t)}-  \  sin (t +  sin (2 99/ -  2 xpt)

D e coëfficiënt van sin (t +  ip2)  w ord t dus :

q B i -h f  y A] B i sin (2 cpi -  2 \p2)  

en de coëfficiënt van cos (t -f ipi) w o rd t :

a Bi -  % y A* Bi { 2  +  cos (2 cpi -  2 yji)} .

Een  soortgelijke gedach tegan g a ls  in § 5 voert to t de verge- 
gelijkingen :

A Bi -  -  ± ( p  Bi +  |  y A 2; Bi sin (2 9Oi -  2 yj,)}

A xpi= -  }j [ a  — f  7 A2 { 2  +  cos (2 cpi -  2

of iets an ders ge sch rev en :

AB±

B i
=  -  i  (e  +  I  y -Aisin (2 cpi -  2

A yj; =  — [a -  f  y A] {2  +  cos (2 cp; -  2 yv)}] .

(20a)

(20b)

2  n  A B i  .

Bi
is de procentuële toenam e van B i  in de tijd 2 n. N oem en

we --------- - — A R i»  D e  differentiaalvergelijk ing, die w e krijgen
B i

door de beide vergelijkingen (20) op e lk aa r  te delen, is elem en
ta ir  te integreren. W e  zullen ons echter deze moeite besparen , 
d a a r  de vergelijkingen (20) ons reed s alle gegevens verschaffen, 
die we w ensen.

Beschouw en w e hiertoe het punt P r , d .w .z . het, het d ich tst 
bij de oorsprong gelegen, singuliere punt, w aarv o o r dus ge ld t 
\AX 1 <C A m\, w aarb ij A m vo ldoet aan  de b etrek k in g :

j  y A 2m — a — o (zie fig. 3 en fïg. 6) .
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D a n  g e l d t :

f  y A \ {2  +  cos (2 cp, -  2 < |  y A \  <  |  y =

D u s  :

a — J  y A\ [ 2  +  c o s  ( 2  99x — 2 t/^)] >  o .

U i t  ( 20b )  v o l g t  n u :  AyjI <C o  v o o r  i e d e r e  w a a r d e  v a n  B\ en  

xpx d . w . z .  d e  v e c t o r  B t d r a a i t  v o o r t d u r e n d  in d e z e l f d e  ( n e g a t i e v e )  

r i c h t i n g  r o n d  om h e t  p u n t  P x m e t  e e n  s n e l h e i d ,  d ie  n ie t  v a n  

B x a f h a n g t .

V o o r  h e t  p u n t  P  3 d a t  h e t  v e r s t  v a n  d e  o o r s p r o n g  a f  l ig t ,  

g e l d t  \A3\ \A0\ , w a a r b i j  A 0 v o l d o e t  a a n  d e  b e t r e k k i n g :

f  y A l -  a — o .

D a n  g e l d t :

f  y A \{2  +  c o s  ( 2  cp3 -  2 yj3)}  >  |  y A l  { 2  4- c o s  (2 qp3 -  2 ip3)) ^

^  |  y A l =  a .

D u s :

a  — f  y A\ { 2  4- c o s  ( 2  op3 — 2 ^ 3) }  <  O 

w a a r u i t  (zie  v e r g .  2 0  b )  v o l g t :

A ip3 >  o .

D e  v e c t o r  B 3 d r a a i t  d u s  v o o r t d u r e n d  in d e z e l f d e  ( p o s i t i e v e )  

r i c h t i n g  om  P 3 m e t  e e n  s n e l h e i d ,  d ie  o n a f h a n k e l i j k  is v a n  B 3.
G a a n  w e  t h a n s  n a ,  h o e v e e l  d e  g r o o t t e  v a n  B x v e r a n d e r d  is,  

in d ie n  d e  v e c t o r  B x é é n  v o l l e d i g e  o m w e n t e l i n g  om  P x h e e f t  g e 

m a a k t .  D e  h i e r v o o r  in a a n m e r k i n g  k o m e n d e  v e r g e l i j k i n g ,  w e l k e  

d i r e c t  is a f  te  l e i d e n  u it  v e r g e l i j k i n g  ( 2 0 a ) ,  is

A R x =  — Ti 4- |  y A\ s in  ( 2  cpx — 2 yjx)}  .

D e  b i j d r a g e  v a n  d e  t e r m  ï y A  i s in  ( 2  cpx — 2 yjx) t o t  d e  t o e n a m e  

v a n  P x o v e r  e e n  g e h e l e  o m w e n t e l i n g  v a n  d e  v e c t o r  B x is n ul,  

d a a r  t e g e n o v e r  e e n  b e p a a l d e  t o e n a m e  v a n  R x bij e e n  w a a r d e  

2  cpx — 2 yjx =  k e e n  p r e c i e s  g e l i jk e  a f n a m e  s t a a t  v o o r  d e  w a a r d e

2 cpx — 2 \px = k + n .
D e  t o t a l e  v e r a n d e r i n g  v a n  R x bij e e n  v o l l e d i g e  o m w e n t e l i n g  

v a n  d e  v e c t o r  B x is d u s  n e g a t i e f  e n  h a n g t  e n k e l  v a n  q a f .  D e  

v e c t o r  B x b e s c h r i j f t  d u s  e e n  s p i r a a l  om  P x , d ie  t e n  s l o t t e  in  

P x u i t m o n d t .  H e t z e l f d e  g e l d t  v o o r  B , ,  z o a l s  o p  d e z e l f d e  w i j z e  

is a a n  te  t o n e n ; d e  d r a a i r i c h t i n g  v a n  d e  d o o r  B 3 b e s c h r e v e n
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sp ira a l is echter ju ist  om gekeerd a ls  die van de door B ï b e
schreven sp iraa l.

G eheel an ders liggen de zaken bij het punt P 2f dus die 
singulariteit, w aarv o o r  geldt | A  tn \ < \ a 2 \ < \ a 0 \.

AVe zullen aantonen, d a t  er nu b ep aa ld e  reële w aard en  
van ip2 aan  te wijzen zijn, w aarv o o r A \p2 — o w ordt. H ieraan  
w ord t blijkens vergelijking (20b) immers voldaan , indien :

OL
COS ( 2  cp2 -  2  yj2) =  ------ —  -  2 . (21)

i r  a 2

D a a r  A 2 \<C\A0\ g e ld t : a - f y A 2 > o ,  of
a

ï r A
>  i

en d a a r  A 2 1 >  | A m | geldt : a — ^ y Al  <C O , o f
a

i  r A '
< 3

D e w aard e
a

van
I r A

— 2 ligt dus tu ssen  +  I en — I , zodat

aan  vergelijking (21) door reële w aard en  van 2 cp2 — 2 xp2 w ordt 
voldaan . Is  2 cp2 — 2 yj2 =  ö een dezer w aard en , dan voldoet
ook 2 op2 — 2 yj2 =  — d .

W e  vinden dus : ip2 =  (p2 — d/2 en ip2 =  cp2 +  (5/2 , dus w aarden , 
die sym m etrisch liggen ten opzichte van op2 .

O o k  voldoen u iteraard  nog tw ee w aard en , die 180° met deze 
beide w aard en  van cp2 verschillen.

H oe zal nu het punt B 2 zich met toenem ende tijd langs de 
benen van de zo ju is t  b ep aald e  hoeken bew egen ? D a a r  sin d 
tegengesteld  is aan  sin ( — ö) , zullen voor één dezer hoeken de 
beide term en tussen  acco lad es van vergelijking (20a) beide

2 7i A B 2
p o sitie f zijn, d.w .z. voor deze w aard e  van cp2 neemt ----------

(zie vergelijking 20a) telkens met een constante w aard e  af, 
w anneer t met 2 n is toegenom en, dus het punt B 2 n ad ert loga- 
rithm isch to t het punt P 2 , d a t  derhalve eerst bij t =  oo w ord t 
bereik t. H etzelfde  geldt, indien het punt B 2 zich bew eegt lan gs 
een lijn, die een hoek van 180° m aak t m et de zo ju ist b e
schouw de richting.

A n ders is het echter bij die w aard e  van xp2, w aarv o o r 
sin (2 op2 — 2 yj2) <C O is. W e  kunnen nam elijk aantonen, d a t
|é>| <  |f y A l sin d\ .
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U it cos ö =
a

t  y A
2 (vergelijking 2 1 ) leidt men immers zon

der moeite a f :

( f  y A \ sin <5)2 =  ( |  y A l -  f (22)

A nderz ijds is aan  te tonen, d a t

£2 <  ( f  y ~  ° )  (a -  f  y A l) • (23)

W an n eer w e imm ers in vergelijking (7a) stellen  / f  =  u en

A — v, en dan ---  bepalen, dan  w ord t gevonden :
d v

—  =  Q +  (a -  f  7 tf) (a -  f  y v) =  p2 -f (a -  f  7 ^ 2) (a -  \  y A?) 
d v

D  a a r  blijkens lig. 2 in het gebied van de tw eede w ortel (A f) 
de helling van de kromme, die het verban d  tussen  u en v a a n 
gee ft n egatie f is, geld t d a a r :

- J-  =  Q +  (a -  f  y A l) (a -  f  y A l) <  o 
d v

o f :

Q2 <  ( |  y A l -  a) (a -  f  y A l) ,

w aarm ee dus de betrekking (23) bew ezen is.
U it vergelijking (20a) volgt dus nu, d a t  voor die w aard e  van 

d, w aarv o o r sin r5<^0, het punt B 2 zich van het punt p ,  
v erw ijd ert; hetzelfde geld t voor de hoek, die hiervan 1800 
a fw ijk t. W e  krijgen dus een con figuratie a ls in lig. 6 bij P 2 is 
aangegeven.

W e  kunnen nu het onderzoek van  de b aan  van  de vector 
B i  in de buurt van de punten P 1, en P 3 a ls  volgt sam en
vatten  :

De vector B 1 draait voortdurend in negatieve richting om het punt 
P 1 en neemt daarbij (gemiddeld genomen over elke omwenteling)  voort
durend in grootte a f . De hierdoor voorgeotelde trilling kan aio een g e 
dempte „vrije" trilling worden opgevat mei een eigen frequentie, die 
k le in er 10 dan de frequentie der opgedrukte trilling. De vector B 3 otelt 
een gedempte „vrije* trilling voor met een eigen frequentie, die g ro te r  
u  dan de frequentie der gedwongen trilling.

Op die rechten door P 2, waarlangj  het uiteinde van de vector B 2
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zich onder conolant blijven van xp2 naar het punt P 2 toe beweegt o f daar
van af\ kan men opreken van een „vrije” triLLng, waarvan de eigen 
frequentie pree ie o getij k io aan de frequentie der gedwongen trilling.

In fig. 7 hebben w e het verloop der integraalkrom m en g lo b aal 
aangegeven. D e krommen 1, II  en I I I  hebben dezelfde b e
tekenis a ls  in fig. 6. Z eer  belangrijk  zijn de krommen door 
I \  . Krom m e r, die in P 2 uitm ondt, ligt geheel buiten de krom 
men I en I I I  ; de vector A r d ra a it  dus op de bovengenoem de 
gronden steed s in positieve richting, terw ijl de grootte steed s 
afneem t. D e  kromme i*, die van a f de andere zijde in P 2 u it
mondt, vertoont een gecom pliceerder verloop. Buiten kromme 
I I I  is het verloop a ls  d a t  van kromme r ;  zodra zij echter 
kromme I I I  in het punt 5  snijdt, v eran d ert de vector A s van 
draairich ting ; de grootte  van de vector A s b lijft afnemen, to td a t 
cirkel I  w ord t gesneden ; de grootte van de vector neemt dan 
toe, terw ijl de draairich ting hetzelfde blijft en zo w ordt P 2 

bereikt.
De integraatkronanen s  en r  verdeten het A /g  vtak ui twee ge- 

deetten V en W. D aar twee integraatkronanen etkaar (behoudeno in 
oinguliere punten) niet kunnen onijden, za t een integraatkronime, die 
in een punt van het gedeette V begint, ook geheet ui dit gedeette 
moeten tiqgen; evenzo za t een integraatkromme, die in het gedeette 
W begint, geheet in W moeten tig gen. De krommen r  en s zijn duo 

oeparatriceo.
D e kromme p y die in P 2 ontspringt, buigt n aar  rechts (om dat 

zij tussen  II en I I I  inligt) en zal ten slo tte  sp iraalvorm ig  in 
P I uitmonden. D e kromme, die P 2 in tegenovergestelde rich
ting v erlaa t, ligt buiten I I I  en buigt dus in tegengestelde rich
tin g ; zij loopt sp iraalvorm ig in P 3 uit. H e t verloop van krommen 
u en t behoeft h ierna w el geen nadere to e lich tin g ; u loopt, 
evenals alle krommen in V, n aar  P I en t loopt, evenals alle 
krommen in JV , n aar  P 3 .

W~il men in een concreet gevat bepalen, bij welke aanvangovoor- 
waarden de ene olabiele periodieke optoooing en bij welke de andere 
wordt verkregen, dan dient men duo de oeparatriceo door hel de 
labiele periodieke oploooing karakter loerende punt P 2 te conotrueren. 
D it  kan geschieden met behulp van de een of andere ap p ro x i
m atieve integratiem ethode o f met een mechan ische in tegrator.

H et zal verder uit fig. 7 duidelijk zijn, d a t  de stab ilite it van 
de door P T en P 3 voorgestelde oplossingen  des te gro ter is, 
n aarm ate  deze punten verder van de sep ara tr ice s  verw ijderd 
zijn.
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T o t slot nog drie opm erkingen :
1 ) O n d er aan v an gsv o o rw aard en  zijn to t nu toe v e rstaan  de 

w aard en  van A  en 99, ten tijde t — O , dus op d a t  tijd stip , 
w aaro p  ft cos t m axim aal is. S ch ak e lt men de keten  op een 
moment in, w aaro p  deze term mei zijn maximum w aard e  bezit, 
en w il men w eten, w elke periodieke to estan d  daarm ee co rre s
pondeert, dan kan  dit geschieden door ee rst  de w aard en  van 
A  en cp te bepalen , die optreden  ten tijde van het eerstvo lgen 
de maximum van ft cos t .

Principiële m oeilijkheden en nieuwe gezichtspunten levert dit 
niet op.

2) W e  hebben de v ariab e le  t bij het verkrijgen  van een op
lossin g der d ifferentiaalvergelijk ing verdeeld  in intervallen  met 
de lengte 2 n ; we hadden zonder veel moeite de verdeling nog 
iets fijner kunnen kiezen, n.1. in tervallen  van de lengte n.

3) D e  krommen volgens fig. 5, 6 en 7 doen denken aan  de 
krommen, die men krijg t door van een in een trillingsketen  op
tredende vrije trilling (dus zonder opgedrukte w isselspann ing) 
alle  ogen blik sw aarden  dier trilling, alsm ede alle ogen bliksw aar- 
den der eerste  afgele ide, in een rechthoekig coörd in aten stelsel 
uit te zetten, zo d at men het z.g. „ fa z e p o rtre t” dier trilling k rijg t1).

O nze figuren 5, 6 en 7 stellen  echter niet alle ogen bliks
w aard en  van de trilling en de eerste  afgele ide d aarv an  voor, 
doch telkens over 2 n verschoven ogen blik sw aarden  van die 
beide grootheden.

D e figuren 5, 6 en 7 geven dus a ls  het w are  een „élroboó- 
copioch genomen J  azeporlrel" van de, de gedw ongen trilling vergezel
lende, „vrije" trilling, w aarv an  de frequentie slechts w einig van 
die der gedw ongen trilling afw ijk t.

§ 8.

Z ie  b.v. 
1949) blz. 6

A ndronow  & Chaikin  : Theory  o f  osc i l lations” , (Princeton
e.v.
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Over de versterking van impulsvormig gemoduleerde 
spanningen en de daarbij optredende hellingsvermin^

dering en tijdsvertraging

door J. W. Alexander

S U M M A R Y

The envelope o f  the output pulse o f  an amp lifier depends  on the con
struction o f  the amplifier. The im portant points o f  the envelope are the 
slope (so the first derivate  o f  the envelope) and the time de lay  (the se 
cond derivate).  It is shown that the calculation o f  the der ivate  is very  
much simpler than the calculation oi the envelope itself. 1 his theory is 
applied  to an am plif ier with a number o f  single tuned circuits a s  well 
a s  to an amplifier with a  number o f  coup led or s taggered  circuits.

In Leiding.

H et versterken  van spanningen met am plitude o f frequentie- 
m odulatie ste lt  aan  een v erste rk er b ep aa ld e  eisen w a t b e tre ft  
de b an d b reed te . H e t gem oduleerde sign aal b e s ta a t  immers uit 
een spanning met de draaggo lffrequen tie en daarom heen ge
groepeerd  in frequenties de m odulatie. W il  het v erste rk te  
sign aa l een goede afbeeld in g zijn van het oorspronkelijke, dan 
moeten de zijband frequenties van de m odulatie practisch  even
veel v e rste rk t w orden. Bij een uit kringen opgebouw de v er
sterk er, die dus uit de a a rd  der zaak  frequentie-a fhankelijk  is, 
w orden door die zijbanden dus eisen geste ld  aan  de frequentie- 
b reedte van de versterk er.

E en  im pulsvorm ig hoog frequent sign aal kan  beschouw d w orden 
a ls  een hoog frequen tsign aal, d a t slechts gedurende betrekkelijk  
korte tijden aanw ezig is. E en  dergelijk  sign aal is echter ook 
op te v atten  a ls  een gem oduleerd sign aal, dus een d raag g o lf 
m et zijbanden. H e t verschil tu ssen  een im pulsvorm ige m odulatie 
en een am plitudem odulatie (m et een b ep erk t aan ta l m odulatie-
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frequenties) is, d a t  bij im pulsvorm ige m odulatie het a a n ta l 
m odulatiefrequenties veel gro ter is, zelfs theoretisch  oneindig. 
D  a a r  dit p ractisch  onm ogelijk is te verw ezenlijken, m oet een 
im pu lsversterker altijd  een vervorm d sign aal w eergeven. H e t 
is dus duidelijk, d a t  het sign aal door de v erste rk er  vervorm d 
zal w orden, m aar alvoren s op die vervorm ing verd er in te gaan  
moeten we ons ee rst a fv ragen , w elke in form atie w e van het 
sign aal verw achten  en hoe de invloed van de vervorm ing hier
op is.

H et sign aal w ord t n.1. gebru ik t om een in form atie over te 
brengen, en w a t ons eigenlijk in tereseert is, w at er van de 
oorspronkelijke rechthoekige im pulsvorm  overblijft, a ls  het hoog- 
o f m iddelfrequente s ign aal de v erste rk er  doorlopen heeft. V a n  
de oorspronkelijke m odulatie w orden de hoogste frequen ties niet 
v erste rk t w egens de eindige b an d b reed te  van de v erste rk er en 
h ierdoor zal de oorspronkelijke steile helling overgaan  in een 
minder steile, dus w ordt m eer een trapezium  vorm  verkregen . 
W a t  ons hiervan in teresseert is de helling en de verlragingóhjd. 
O n d er deze tijd willen we v erstaan  het verschil in tijd tussen  
de oorspronkelijke impuls voor de versterk in g en de vervorm de 
impuls na de versterk ing.

d E
M ath em atisch  in tere sseert ons dus en het tijd stip  w aar-

d t
d E

op ----  m axim aal w ordt, w anneer E  (/) de omhullende van het
d  t

v ersterk te  sign aal w eergeelt. E  (/) zelf is eigenlijk niet interes-
d E

sant. Bovendien zal uit het volgende blijken d a t ----  veel ge-
d t

m akkelijker te berekenen is dan E  (/).
A lvorens d it verd er te onderzoeken zal ee rst  volledigheids

halve w orden n agegaan  hoe een gepu lst sign aal w erk t op een 
b ep aald e  im pedantie.

1. H ei verband tuéóen een gepulót éignaal, de omhullende en de

impedantie waarop het signaal werkt.

Z o a ls  bekend, kan een zich steed s herhalende im puls w a a r 
van er 2 in lig. 1 w eergegeven  zijn, met een im pulsduur r en

2 71
een herhalingstijd  ---  geschreven w orden a ls :

co
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I 0 co x
2 71

I +  2

. k  co X 
oo s i n - - - - - - - - - - -

y—-Z-j k co xk—i -----
cos k co t ( 1)

T reed t gedurende de tijd r een sinusvorm ige stroom  met de 
(cirkel) frequentie co0 op, dan kan  dit geschreven w orden a ls  
het product van sin oo0t en 1), dus :

cox
oo sin

T , v T • co x (
/  (t) =  I 0 sin a o j---  I +  2 \

2 71 \ Z -J
c o s k cot

cox (2)

H ieru it zien we, d a t  het pulsen to t re su lta a t  heeft, d a t  de 
d raa g g o lf met frequentie co0 een aa n ta l zijband-frequenties met

•

3o

0
r ,

27t — - t  
(JU

F ig .  1.

afnem ende am p litude heeft op onderlinge a fstan d  co dus

oo

ƒ (/)  -  / o sin 00-ot —  ( I +  )  m cos k cot
2  7 l \  Z-J

k— i  •

• Teneinde na te gaan  w at er gebeurt a ls  een dergelijke stroom  
door een im pedantie gestuurd  w ordt, beschouw en we eerst een 
enkel p a a r  zijband-frequenties bijv. met k — I , dan  is in d it geval

I  {f) =  I m sin co0t ( i  4- m cos cot) (3)

In com plexe schrijfw ijze :
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D eze stroom  loopt door een im pedantie 2T die in het algem een 
een functie van de frequentie Q is, dus Z  (ü )  , m aar w aarin  
de frequentie co0 een zekere rol sp ee lt zodanig d a t :

Z (Q ) =  R . | f ( Q  -  a>0) . eJ(p{Q  ~ mo)= R .  | ƒ  (co) |. eJ<p(a>) =  R  ƒ  (co) (4) 

w aarin  :

ƒ  (o) =  I en cp (o) =  o en Q — co0 =  co (5)

In dit geval w ord t de spanning aan  de im pedantie :

V =  I Z  =  I mejw
m

I +  — |/(co)|<?
j { m  t +  <p (co))

+

+  - I / ( - c o )  
2

ej ( —™t+ <p(—co))

•

3

O -------M

F ig . 2 .

V o o r het geval d a t  ƒ  (co) | =  | f  -  (co) | en cp ( -  co) =  -  cp (co ) ( 6 )  

g a a t  dit over in :

lm ^  C0° R  [ i  +  fn | f  (co) | cos {co t 4- cp (co))]

D e m odulatie ni cos co t verschijnt dus na het doorlopen van 
de im pedantie R  f  (co) a ls

ni | f  (co) cos {co t +  cp (co))

D  a a r  de som m atie van alle zijbanden de to ta le  m odulatie, 
d.i. de omhullende van de hoog frequentspanning vorm t, w ord t 
dus de omhullende na het doorlopen van de im pedantie Z  (Q) 

erkregen  door de omhullende van de stroom  te verm enigvul- 
igen met f  (co). (H ierb ij treed t de fa c to r  R  n iet op, die a ls  

even red igh eidsfactor w el voor de grootte , m aar n iet voor de 
ons hier in teresseren de vorm belangrijk  is).



Versterking van impulsvormig gemoduleerde spanningen 241

K eren  w e nu terug n aa r  het in de inleiding gestelde probleem , 
dan is nu de v raag  te beantw oorden , hoe de helling van  de 
im puls veran d ert bij het doorlopen van een im pedantie. M .a .w . 
hoe verloopt de spanning op een im pedantie indien d aaro p  een 
stroom stoot gezet w ord t volgens fig. 2.

2. H et schakelen van een stroomstoot op een versterker met n
kringen in cascade.

V o o r d e  im pedantie van een kring met L t C en de resonantie  
w eerstan d  R  kan  geschreven w o rd e n :

Z (Ü )  = --j  ü  R L -------
R  +  j  Q L  — Q R  L  C

M e t ü  =  co0 +  co, cOo L  C =  I en R  =  a>0 L  Q g a a t  dit over in :

Z  (co0 +  co) =
R

1 + 2  j  Q

co
I H----------

CO 2 COo

CO, I +
co

co,

Z o a ls  hiervoor a l w erd  beschreven, b e s ta a t  de gepulste  d raag- 
golf in frequenties u itgedrukt, uit de draaggolffrequen tie met 
zijband frequenties, w aarv an  de am plitude afneem t met toenemende 
a fstan d  van de d raaggo lf. H ieru it b lijk t d a t  eigenlijk alleen  de 
frequenties in de buurt van de draaggolffrequen tie m aatgeven d  
zijn. E r  w ordt dus een geringe fout gem aakt door voor de im
pedantie van de kring te schrijven :

Z  (coo +  co) =
R R

i +  2 j Q
co

CO o
i +  7

. co (7)

a

In dit geval is f  (co) =
I

. co
i + 7

a

I

y
j  bS  tg -a

I +
CO

a

E r  is dus voldaan  aan  de vo orw aard en  5) en 6). In p laa ts  van 
dus nu het re su lta a t  verd er te berekenen met behulp van de 
afzonderlijke zijband frequenties, en d aaru it de omhullende te 
bepalen, kan volgens het voorgaan de de omhullende van de 
spanning d irect b ep aa ld  w orden door de omhullende van  de
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stroom , o f w el een een h e idsstroom stoot volgens fig. 2 te laten  
w erken op de im pedantie. H et re su lta a t  kan dan eenvoudig b e
rekend w orden met behulp van de operatorenrekening. V olgens 
deze rekenw ijze o n ts ta a t  dan een spanning, evenredig m et:

C-j-z'oo

E { t )

V o o r een v ersterk er met n kringen in cascad e  w ordt d it :

D eze in tegraa l is op te lossen , m aar gee ft aan le iding to t een 
onoverzichtelijke reeks, d a a r  er een pool ligt bij p  =  O en een 
pool van de n orde bij p  — — a . D e  oplossing is immers

;/•
E n (t) =

a P*

2 n j j  p ( a  +  p ) n d  p

=  a +
d n —  1 Pt

it I , n — i a  ̂dp p P — - a  J

D it  is niet in een eenvoudige vorm te schrijven, d a a r  diffe
rentiatie n aa r  p  in te ller en in noem er een reek s oplevert.

H e t probleem  w ord t veel eenvoudiger a ls  w e niet vragen  n aar  
E n (t), m aar, zoals in de inleiding reed s w erd  opgem erkt, n aar
d  E n ___ •

dt

d  E n 

dt

ep
( « +  p f

D  a a r  de integrand alleen een pool van de n orde heeft in 
-  a, kan  voor de in tegraa l d irect geschreven w orden
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2 71 J
M — 1

d  f)t
e

(n — I ) / \ d p 11-- 1
p — - a

dus :
d E n it I n  — 1 ^  a t
----- =  a ------------ 1 e
d t  (n — I ) /

H e t maximum hiervan treed t op bij :

d 2E n
— =  O , w aaru it v o lg t :

dt

tm —
11 — I

, z o d a t :
a

d E n\
_  a

d t  j

E 1

L  ( « - 1)/

n — 1 - in  — 1) (n -  i ) e v '

V o o r  grote w aard e  van 1I is volgens S t i r l i n g

11 ! =  j  2 7i 11 1I L e U of

(10)

(11)

(12)

2 Ti 11 n e

{n — i ) ! — i 2 7i (n — l )  (n — i )n e n̂ ^  , z o d a t:

fd E,^ _ a
d t j m ]/ 2 jt (ii — I)

(13)

V olgen s fig. 3 is de vertraging4lijd tv, de tijd  die verloopt v an a f  
het inschakelen van de impuls to t het moment, d a t  deze zijn 
m axim ale helling vertoont, dus volgens (11)

(14)
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'd  E \  .
—  hangt sam en met de aanlooptijd ta , w an t volgens fig. 3 is
d  t ]m

'd E \  E l
---- =  — =  — , dus
d  t ) m ta ta

(15)

De verscbuivingélijd is duo evenredig met bei aantal kringen n> 
terwijl de aanlooptijd evenredig ié met de vierkantswortel uit het aan
tal kringen.

In beide form ules treed t de fac to r  a op. V o lgen s (7) is
co.

cl =  —^  =  Ti B I# H ierin  is B z de ban d b reed te  van één kring, 

w aarb ij de im pedantie Z  op —=  gevallen  is.
y 2

{■ +

'  V 2

71 B n\
j » / 2

, « ) 1

11 t
o

H

i d - (16)

Bij benadering is J  i In I I ,
\ 2 ' -  I = --------— , d u s

1,2 Y 11

B „  =
a

1,2 j n  1,2 re ]/ n
(17)

H ierm ede w ord t

n  ,  a  1 1 - 1  11 -  I rtv = - - - - - - — —  = ----- —  ^  0,265 y
ï,2  7i j  n a 1,2 n j  n

11 (18)

B n ta —
a /  2 ji (11 — i )

2 71
11 — I

,2 7i j n a
------—  = 0 ,6 6  ] / - ----- ^ 0 , 6 6  (19)
1,2 TC J 11
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In deze eenvoudige form ules zijn dus 3 benaderingen to ege

p a s t  n.1. de form ule van Stirlin g, de benadering van ( 2 — I
en ten slo tte  n -  I . Teneinde de h ierdoor ontstane onnauw 
keurigheden te kunnen overzien zijn in tab e l I verschillende 
w aard en  berekend en in fig. 4 w eergegeven , a ls  functie van 
het aa n ta l kringen. D eze gegevens zijn berekend uit de algem ene 
form ules voor n ( la a ts te  kolom). H ieru it b lijk t d a t  de bovenste 
helft van tab e l I de exacte w aard en  w eergee ft en de onderste 4 
regels de benaderde w aarden , in fig. 4 aan geduid  met (ben). 
Z o a ls  te verw achten  w as, zijn de benaderingen voor kleine 
w aard en  van n betrekkelijk  groot.

T ab e l I .
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3. H e l inde heikelen van verkleinde kringen.

D e v erste rk er kan  ook opgebouw d w orden uit kringen die 
sym m etrisch verstem d zijn t.o.v. de draaggolffrequentie.

H e e ft  bijv. de eerste  kring een afstem m ing bij coI , w aarb ij 
CDj =■ cd0 +  A en de tw eede kring bij cd2 =  coQ — A , dan  zijn de 
im pedanties van deze kringen volgens (7)

R

. Q — coI 
I +  2  7 —

Cüj

R  * I

. Q — cd2
I +  2 J  -------------

co2

w aarb ij aangenom en is d a t  de im pedanties bij resonantie gelijk 
zijn.

V o o r Q — co0 =  cd w o rd t de im pedantie voor deze beide 
kringen in cascad e  :

:odat

52
Z 2 =

R

.co — A | .co +  A n
I +  2 J —  - Q \  \ \  Y 2 J  ■ - Q

CDI CD,

Z 2 =
R '

• 00 /Oi +  47  —  Q -  4
CO o

2 A 2CD — A
2

CD o
<?

(20)

met
CO +  A CD -h A CD — A CD — A

CDZ CD( CD, CD,
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M et

g a a t  d it over in

z 2 =

COo
—  — 2 a
Q

R*
2 A !2 J  co CO — A

I +
a a

Z 2 = a r: (21)
a2 +  A2 2 y co a

i +
co

a2 +  A2 a2 +  A:
In d it geval w ord t

ƒ  (co)
I +

2 j  (o a co
a2 +  A2 a2 +  A2

E r  is dus ook hier aan  de v oorw aard en  5) en 6) voldaan . D e 
vergelijking voor de omhullende w ord t dus

,pt

E ( t )  =

d E ft

d t  2 7i j
i +

2 p a
2 A :a  + A

+ A'
d p  —

a +  A:

a +  A 5 ft
d  p

du:

2 n J  J  p* + 2 p  a + a  +  A 

D e polen van de in tegraa l liggen d a a r  w a a r

p 2 +  2 p  a +  a +  A 2 =  o

A  =  -  a +  j  A 

A  =  -  cl-  j  A
N u iIS

ius
(A -  A ) (A -  A )  Ai -  A2 \A -A i A - A s

d E  a +  A2 — a t + j / ^ t  — a t —j A A _ a +  A — a / .
d  t 2 j  A

0 — C’ ) sin A t
A
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H  et maximum hiervan treed t op w a a r

d * E

:odat

d t
— o o f tg  A tv =  —

A

a

'dE>
d t

2 I A  2 a , A a +  A — ~r V  tg — ---------- e A s *  a

A
a

vj ax A
I +

A'
a

i /  2 A *  - ^ - b t r t g ù t
=  \ a +  e A «

In d it geval is dus

A =
I I 1 7*- ^  tg----  = _____ p A «

“  1 /  x +  A '
/ w a

(22)

en

1 7 Atv =  --  bg tg  —
A a

(23)

D  eze form ules zijn ook w eer te koppelen  met de nu optredende 
ban d breed te . D eze is te vinden uit (2 1 ), dus

Z 2 -
a

2 a 2a 4- A 2 I co a
I +  y

CD

2 . a  2 2 a  •a +  A a -f- A

D e —=  breedte  wTord t gegeven door co — n B  uit de vergelijking 
\2

I —
2 p2 \ 271 h

a  +  A :
+

2 n B  a
2 A  2a H- A

=  2

; ^  =  a l / A :
-  I +  / 2

A'
tî 1 a a

+  I (24)

H ieru it is te zien d a t  zow el B  ta a ls  B t v functies w orden van
A
a

U it de form ules (22), (23) en (24) voor tay tv en B  is te b e
rekenen tab e l I I :
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T A B E L  II

A =
a

O o,5 I i,5 1.75 2 2,5 3 4

II o,5S2 0,603 0,70 o,74 o,744 0,74 0,715 0,645 0,66

II 0,205 0,247 o,3S5 o,453 0,495 0,525 0,570 0,603 0,648

U it  de ta b a l II  en fig. 5 blijkt, d a t  B ta een maximum heeft

voor — =  1 ,75, en d a t Btv steed s toeneem t. 
a

V ergelijk in g met tab e l I en fig. 4 la a t  zien d a t voor A  =  o B ta 
voor 2 gekoppelde kringen o v ergaa t in B ta voor 2 kringen in 
cascad e , hetgeen ook te verw achten  w as. Bovendien is de con
clusie te trekken  d a t  bij een constante breedte B  de aan looptijd

Oi

voor 2 verstem de kringen dus gro ter is dan voor 2 o f m eer 
gelijkafgestem de kringen (m its de verstem m ing niet a l te groot 
w ordt).

V o o r het geval d a t  A  =  a verschijnen er eenvoudige form ules. 
U it  (22) volgt n.1.

I I  b p t ?  1 I jt/4 
ta = --- 7=^ =  --- “

a /  2 a y 2

U it (23) v o lg t :

I I 71
tv  =  — b g t g  i  =  — .

A A 4

en uit 24 :
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zodat

4. H et uuchaketen van gekoppelde kringen.

V o o r een band filter, opgebouw d uit tw ee gelijke kringen is 
voor frequenties in de buurt van de frequentie die in het 
midden van de d o o rlaa tb an d  ligt (overeenkom end met de draag- 
golffrequentie) de im pedantie te schrijven a ls  :

7 2 /"~\2 . CO CO
1 +  £ Q +2 J ----- -

a

A
V o o r k Q — — g a a t  dit over in de vergelijking (21) voor

a
t\\ ee s j  m m etnsch verstem de kringen. D e berekening van de 
vorige p a r a g r a a f  ge ld t dus ook voor gekoppelde kringen. H e t 
bijzondere geval van A =  a kom t overeen met k Q2 =  i f dus 
met kritische koppeling. E en  k rin gen p aar b estaan d e  uit een 
p a a r  sym m etrisch verstem de kringen in cascad e  g e d ra ag t zich 
dus identiek met een band filter uit tw ee gekoppelde kringen 
b estaan d .

kiel inóckakelen van meerdere paren gekoppelde o j  verolemde kringen.

V o o r een aa n ta l paren  sym m etrisch verstem de o f gekoppelde 
kringen w ord t de vergelijking voor de omhullende :

d E  

d  t

! 2 2 

( ö  -f  L \ )  n
2 71 j (p -py (p - py

V an  deze in tegraa l liggen ^-voudige polen bij p  =  p 1 en bij 
P — Pi y zodat de oplossing luidt :
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d E  

d  t

V. V.

(a  +  A )
n

( P  -  A )  ”

D it  is niet in een eenvoudige gedaan te  te brengen.
d E

V o o r  verschillende w aard en  van n is ---- en tv uit te rekenen,.
d  t

die evenals de uitdrukking voor B  dan functies van a en A  zijn. 
V o o r a =  A volgt dan gem akkelijk  :

B ta B tv
1 k rin gen paar 0,7 0,355
2 kringenparen 0,77 0,615
3 0,8 1,02
-f 0,82 1,28

Een  vergelijking met enkele kringen volgens lig. 4 en tab e l I 
leert d a t  de aan loop- en verschuivingstijden bij gekoppelde 
kringen dus gro ter zijn dan bij enkele kringen.
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Over ferromagnetische toestanden

door }. Giltay

S U M M A R Y

Som e regularities in the behaviour o f  ferromagnet ic m aterials  are fo r 
mulated an ew  after  a  criticism o f  their formulat ion in M a d e lu n g s  law s .  
M o re o v e r  a  new kind o f  d iagram s to use with the Z>-//* d iagram s is 
introduced. A s  an application the linearisation attained in magnetic sound 
recording by  the addition o f  a  high frequency is explained.

1 . Inleiding.
$

H e t is nog niet zo lang geleden, d a t  de techniek van fe rro 
m agnetische m aterialen  ó f een zo groot m ogelijke, óf een zo klein 
mogelijke h y stere sis  eiste en d a t zij w einig aanleid ing vond de 
aan d ach t sp ec iaa l te richten op de rijkdom  aan  mogelijke 
toestanden  van het m ateriaal, die de h y stere sis  biedt.

M ede door de ontw ikkeling van ferrom agnetische gelu ids
d rag ers is bedoeld  v erw aarlo o sd  gebied thans actueel gew orden. 
V an  veel belang ervoor schijnen enige regelm atigheden, die 
K. M a d e l u n g ,  eigenlijk m aar terloops, in een verhandeling 
in 1905]) noemde en aan  w elke in een bekend handboek* 2) een 
p la a ts  is ingeruim d onder de naam  van „w etten  van M ad elu n g” .

2. De wellen van JU  ade lung.

M adelun g beschouw t zijn m ateriaa l aan  de hand van een 
B -//-diagram  en noemt een punt van een lijn, die een m ag
netisch proces in d it d iagram  voorste lt, een „om keerpunt” a ls 
de richting w aarin  de veld sterk te  H  v eran d ert a ld a a r  om keert 
(b .v. het punt P  in fig. 1 ).

9  E .  M ad e lu n g ,  Ann der P h y sik  17 (1 9 0 5 )  865-867.
2) H an d b u ch  der Physik ,  B d  X V ,  107.
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D e eerste  w et lu idt dan, d a t  de kromme ( P Q  in fig. 1 ), die 
in een Z?-//-diagram bij monotone verandering van H  zal w o r
den beschreven, gedefinieerd is door het om keerpunt (P ), 
w aaru it de kromme ontspringt.

W an  neer men deze w et letterlijk  neemt is zij zeker niet 
onder alle om standigheden ju ist. Zij kom t in conflict m et 
w ezenlijke k arak tertrek k en  van het ferrom agnétism e a ls  men 
h aar  gebru ikt in gevallen, die an ders liggen dan dat, w a a r 
in M adelun g h aar  to ep ast. D it  zij toegelicht door het 
voorbeeld  in fig. 2, w a a r  de g ro o tst m ogelijke h y stere sislu s 
van  het m ateriaa l (hierna grenslus te noemen) is a fgebeeld

met een punt A  d aaro p , v an w aar  men door H  monotoon to t 
nul te verm inderen via een kromme A B  O ju ist  in de oorspron g 
O belandt. In het m ateriaa l zijn dan de ve ld sterk te  H  en de 
m agnetisatie  B  beide nul gew orden, hoew el het m ateriaa l niet
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in de m aagdelijke to estan d  is. H e t verschil tussen  deze pseudo- 
m aagdelijke toestan d  en de m aagdelijke toestan d  kan  bij mag- 
netiserm g blijken. V o e rt  men n.1. H  w eer op, dan komt men 
vanuit de eerste  to estan d  via kromme 0  C A  w eer in A 
terug (alth an s bij grote benadering), w aarb ij 0  C A  voor de 
m eeste m aterialen  overal bol n aar  onderen is. V^anuit de m aag 
delijke to estan d  gaat men daaren tegen  over de door een stip p e l
lijn aangeduide norm ale m agnetiseringskrom m e, die a l spoedig 
hol n aar  onderen w ordt.

N u  is 0  voor O C A  een om keerpunt in de zin van de eerste  
w et van M adelung. E ven w el is 0  in dezelfde zin ook a ls een 
om keerpunt voor de getekende norm ale m agnetiseringskrom m e 
op te vatten . D e m aagdelijke to estan d  kan immers bereikt 
w orden door om m agnetisering in een w isselveld  met ter w eers
zijden van nul gelijke groo tste  uitw ijkingen a ls  de am plitude 
van dit w isselveld  u iterst langzaam  tot nul verm inderd w ordt. 
D e aan  dit proces aanslu itende norm ale m agnetiseringskrom m e 
heeft dan dus (onversch illig of / / i n  positieve o f in negatieve 
zin w ord t veran derd) in 0  een om keerpunt. W a r e  nu 0  C A 
door het om keerpunt O alleen b ep aald , dan zou deze kromme 
met de gestippeld  getekende norm ale m agnetiseringskrom m e 
moeten sam envallen, w a t bij geen benadering het geval is.

H et v a lt niet te ontkennen, d a t  0  voor de norm ale m agne
tiseringskrom m e een enigszins bijzonder om keerpunt is. Bij een 
minder vo lm aakt ontm agnetiseringsproces met in b.v. tw intig 
trap p en  op nul geregeld  veld kom t men in een punt nabij de 
oorspron g, d at voor één der m agnetiseringskrom m en van de 
corresponderende to estan d  een zeer gew oon om keerpunt is en 
voor dit punt kan  men met geringe wijzigingen de voorgaande 
redenering herhalen.

D e form ulering van de tw eede en derde w et van iVladelung 
w ord t door deze beschouw ing eveneens ondermijnd. W ij zullen 
deze w etten  hier niet u itvoerig verm elden, doch slechts m ededelen, 
d a t  men volgens de tw eede w et, n ad at men op de getekende wijze 
in fig. 1 in Q is aangekom en, door I I  te verm inderen to t P  
zou moeten kunnen terugkeren . W ij merken o p ,  d a t men uit 
een punt van de norm ale m agnetiseringskrom m e door H  te 
verm inderen nimmer in de oorspron g terug kan keren.

3 . Ferro magnetische toestanden

N a d a t  wij hadden opgem erkt, d a t  in b ep aald e  gevallen  to e
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p assin g  van de w etten  van M adelun g to t onjuiste resu ltaten  
leidde, h oopten wip d a t door een kleine wijziging in de form u
lering dit b ezw aar zou kunnen w orden ondervangen, o p d at de 
belangrijke in form atie, die deze w etten  in vele gevallen  geven, 
niet verloren behoefde te gaan . H e t sch ijnt evenw el, d a t  la a t s t 
genoem d doel slechts door een tam elijk sterk  afw ijkende opzet 
b ere ik b aar  is. In het bijzonder dient het begrip  „ferrom agn e
tische to e stan d ” geïntroduceerd te w orden, hetgeen wij bij dezen 
willen doen.

H e t ged rag  van  een ferrom agneticum  is a ls  gevolg van de 
h y sté ré sis  in het algem een niet door de heersende w aard en  van 
/ /  en B  b ep aald . M en zegt som s, d a t  dit ged rag  mede door de 
voorgeschiedenis w ord t beheerst. D it  kan  men volhouden, vooral 
a ls  men de gehele physisch-chem isch-m agnetische voorgesch ie
denis, in het bijzonder ook de therm ische en de rheologische, 
mede d aarb ij insluit.

Evenw el kan  men toch ook volhouden, d a t  deze voorgesch ie
denis aan  het m ateriaa l in de beschouw de om standigheden b e
p aa ld e  eigenschappen heeft verleend en w anneer men deze in 
het oog vat, kan  men ze sam en vatten  in één begrip  : de m ag
netische toestan d . M icroscopisch  is de m agnetische to estan d  
a ls  een b ep aa ld e  sta tistisch e  verdeling van de ligging der ele- 
m entairm agneetjes op te vatten , doch wij w illen hier liever een 
in hoo fdzaak  m acroscopische term inologie gebruiken.

O p d a t  het begrip  (ferro-)m agnetische to estan d  h an teerb aar 
zij, moet een criterium  voor de gelijkheid o f identiteit (m acros
copische) van tw ee zulke toestan den  b estaan . D it  criterium  is, 
d a t  men de ene to estan d  door de andere m oet kunnen v erv an 
gen, w aarb ij natuurlijk  de oriëntering goed gekozen moet w orden ; 
zo zullen o.a. H  en B  in het ene geval zo georiënteerd moeten 
kunnen w orden door een ro ta tie  van het gehele beschouw de 
elem entaire m ateriaalvolum e, d a t  deze met / / e n  B  van de andere 
to estan d  overeenstem m en. B edoelde vervanging moet men dan 
m acroscopisch  niet g e w aar  kunnen w orden, in het bijzonder moet 
men in beide gevallen  dezelfde krommen in />-//-d iagram m en  
verkrijgen , a ls  men H  in beide gevallen  volgens hetzelfde p ro 
gram m a w ijzigt.

4. LLneaniap ne tische toestanden en processen.

D e ferrom agnetische toestan den , die uit de m aagdelijke to e 

stan d  kunnen w orden verkregen  door veranderingen van / / ,  w aarb ij
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H  steed s langs eenzelfde lijn v a lt ( / /  m ag w el van teken v er
anderen) en w aarb ij ook B  steed s langs diezelfde lijn valt, zullen 
wij lineam agnetische toestan den  noemen. W an n eer  een medium 
een continuüm van lineam agnetische toestanden  doorloopt, noe
men wij dit een lineam agnetisch proces. Z ulke processen  zijn 
de enige m agnetische processen , die tam elijk volledig door de 
gew one 7>-//-diagram m en geïllu streerd  w orden. D e  lijn w a a r 
langs H  en B  vallen  noemen wij nog de (lineam agnetische) a s .

A naloog noemen wij de ferrom agnetische toestanden , die uit 
de m aagdelijke to estan d  kunnen w orden verkregen  door ver
anderingen van B If w aarb ij H  en B  beide voortdurend in een 
b ep aa ld  p la t blijven liggen planim agnetische toestanden . G enoem d 
(planim agnetisch) v lak  m oet niet v erw ard  w orden met het z.g. 
m agnetische vlak , d a t bij sommige krista llen  w ord t aan getro ffen ' ).

T er illu stratie  van de hantering van de ingevoerde begrippen 
zij hier beschreven hoe een lineam agnetische toestan d  a ls  eind
punt van een planim agnetisch proces kan optreden. V ero n d er
stel, d a t  het medium in de m aagdelijke toestan d  voor richtingen 
gelegen in het planim agnetische v lak  iso troop  is. N eem  in dit 
v lak  een H  van constante grootte aan , doch la a t  de richting 
van de vector met een grote begin-am plitude, b.v. van duizend 
graden  in genoemd vlak  om een b ep aald e  stan d  slingeren. L a a t  
nu de am plitude der slingering zeer langzaam  to t nul verm inde
ren. B  en H  zullen dan ten slo tte  langs dezelfde lijn liggen en 
zij zullen lan gs deze lijn blijven vallen a ls  H  niet an ders dan in 
grootte  veran derd  w ordt.

5 . IJBet voor hei lineaniagnetiónie.

D e w et, die wij in de p la a ts  van M ad elu n gs form ulering 
zouden w illen stellen  lu idt nu :

A ls bij een lineam agnetisch proces w ord t u itgegaan  van een 
begintoestand, w aarb ij H  en B  resp . H 0 en B 0 bedragen  en 
a ls  tijdens dit proces steed s geldt

H ^ H 0

dan heeft men de volgende regelm atigheden :

1 . T ijdens dit proce s is B  ^  B 0 .
2. Z o  dikw ijls a ls  voor H  =  H 0 ook w eer geldt B  — B 0 is  V

V H and bu ch  der Physik ,  B d  X V ,  269.
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de ferrom agnetische toestan d  gelijk aan  die van de b e
gintoestand.

3. W o rd t  de oorspronkelijke to estan d  w eer bereik t en is 
H x de groo tste  w aard e , die H  heeft aangenom en tussen  
d it ogenblik en het begin van het proces, dan zal, zo 
dikw ijls H  w eer H 0 w ordt zonder H x te hebben over
schreden, de oorspronkelijke toestan d  opnieuw intreden.

Een  eenvoudig geval, w aarin  deze w et exact zou gelden is 
het volgende :

Een  ferrom agnetisch  medium b e s ta a t  uit een conglom eraat 
van  molecuulcom plexen, die zich elk a ls  één geheel gedragen  
onder invloed van een uitw endig m agneetveld en e lk aa r  onder
ling niet beïnvloeden. V e rd e r  w ord t veronderste ld , d a t  de vector 
van  de m agnetisatie  van een com plex evenw ijdig aan  de veld
ste rk te  van het (uniform gedachte) u itw endige veld verloopt en 
d a t  de richting der m agnetisatie  om klapt n aa r  de richting van 
het uitw endige veld, zod ra  dit la a ts te  num eriek boven een b e
p aa ld e  w aard e  (die voor elk com plex verschillend kan zijn) 
stijg t.

D a t  de hierboven geform uleerde w et voor d it model geldt 
ziet men a ls v o lg t : H e t uitw endige veld zij in het begin H 0. 
O orsp ron k elijk  zullen zekere com plexen in de richting, w aarin  
H 0 p o sitie f gerekend w ordt, gem agnetiseerd  zijn en de overige 
in de tegenovergestelde richting. D e  eerstgenoem de noemen wij 
de oorspronkelijk  positieve com plexen, de andere de oorspronkelijk  
negatieve. T ijdens een proces, w aarb ij H  ^  H 0 is, kunnen de 
oorspronkelijk  positieve com plexen nooit hun m agnetisatie  om
klappen . V a n  de negatieve is d it w el d en k baar, dus geldt 
punt (1) der w et : B  ^  B 0 .

W o rd t  ooit w eer B  =  B 0 voor H  — H 0 , dan moeten alle oor
spronkelijk  negatieve com plexen b lijk b aar  w eer n egatie f zijn 
{an d ers w are  B  >  B 0), alle com plexen hebben dus een m agne
tisa tie  a ls  oorspronkelijk . D e  oorspronkelijke ferrom agnetische 
to estan d  is dan dus hersteld . D it  bew ijst punt (2) van  de w et.

S te l nu, d a t  de oorspronkelijke to estan d  is teruggekeerd , 
n ad a t H  ten hoogste de w aard e  H x ( >  H 0) had  aangenom en. 
H e t is mogelijk, d a t tijdens het p roces sommige oorspronkelijk  
n egatieve com plexen tijdelijk  p o sitie f zijn gew eest. D e  com plexen, 
w aarb ij d it zich heeft voorgedaan  zijn u itslu itend te zoeken 
onder die oorspronkelijk  negatieve com plexen, die voor H  =  H 0 
alleen  m aar n egatie f kunnen zijn, w an t an ders w aren  zij p o si

J. Giltay
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tie f gebleven en zou B 0 zijn gew orden voor H  — H Q . N u  
zal men la te r  H  ook kunnen opvoeren, mits niet voorbij H 1 , 
en zeker zijn, d at, a ls  H  w eer H 0 gem aak t w ordt, alle tijdens 
het proces van n egatie f n aa r  p o sitie f om geklap te com plexen 
w eer teru ggek lap t en dus w eer n egatie f zijn voor H  =  H 0 . 
H ierm ede is punt (3) aangetoond.

H et is duidelijk, d a t  dit model op verschillende wijzen te 
verruim en zou zijn. In het bijzonder kan men zich gem akkelijk  
vrijm aken van de beperking der evenw ijdigheid tussen  de mag- 
n etisaties der com plexen en het uitw endige veld. O o k  kan  men 
die onderlinge beïnvloeding toelaten , die a ls  m acroscopische 
ontm agnetiserende k rach t geïn terpreteerd  kan w orden.

O m d at bij nikkel de voorkeursrichtingen der m agnetisatie  der 
com plexen volgens de lichaam sdiagonalen  van een kubus gericht 
zijn, kan men d a a r  (in zekere benadering) elk com plex a ls  su p er
positie van drie com plexen opvatten , elk met een om klapbare 
m agnetisatie , w aarb ij de m agn etisaties der 3 com plexen steed s 
onderling loodrecht zijn. O o k  voor zu ik een model zal de ge
noemde w et gelden.

H oew el de bedoelde w et dus op verschillende modellen ge
b aseerd  kan w orden, zullen wij de w et hier verder beschouw en 
te gelden los van elk model, dus zuiver phenom enologisch.

D a t  wij de w et alleen voor H  ^  H 0 hebben geform uleerd 
heeft a ls enige reden, d a t wij ons eenvoudig w ilden kunnen 
uitdrukken. D a a r  op de lineam agnetische a s  n aar  believen de 
ene o f andere richting a ls  de positieve kan  w orden beschouw d, 
kan aan  de huidige form ulering ook ontleend w orden, w a t voor 
regelm atigheden optreden  a ls  men steed s heeft H  ^  H 0 .

6. Toegevoegde toestanden.

In het volgende is verd er steed s sp rak e  van lineam agnetische 
processen  en toestan den  met een b ep aald e  en steed s gegeven 
geachte a s , zo d at de processen  door het uitzetten van de moduli 
der vectoren H  en B  in een Z>-//-diagram gevolgd kunnen w orden.

L a a t  een proces to t een w eg P Q  aan leid ing geven (fig. 3) en 
la a t  het terugbrengen  van H  to t de w aard e  in P  w eer n aar 
het punt P terugvoeren (in het algem een lan gs een andere w eg). 
V olgens punt (2) der w et van  § 5 is dan de oorspronkelijke 
to estan d  hersteld . H ieru it volgt, d a t  a ls  H  w éér w ord t opge
voerd  Q w éér bereik t moet w orden en w el o n tsta a t  d aarb ij
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volgens hetzelfde punt van de genoem de w et (nu to eg ep a st met 
Q a ls u itgan gstoestan d  en onder toekenning aan  B  en H  van 
het tegengestelde teken a ls  het volgens fig. 3 overeengekom ene) 
de toestan d , die de eerste  m aal in Q heerste opnieuw. H ieru it 
volgt, d a t  men w illekeurig v a a k  van P  n aa r  Q en om gekeerd 
kan gaan  en dan  steed s de oude toestan den  zal terugvinden. 
T oestanden , w aartu ssen  zulk een re latie  b e sta a t , noemen wij 
toegevoegde toestanden  en de lus in het B -H -diagram  gevorm d 
door de w egen, die deze toestan den  in e lk aa r  overvoeren, noe
men wij de toevoegende lus. D e  opstijgende tak  van de to e
voegende lus in fig. 3 w ord t met P Q  aangeduid , de dalende 
met Q P. D e  lus zelve kan  n aa r  verkiezing de lus PQ  o f de 
lus Q P  w orden genoemd. P  en Q heten de om keerpunten van 
de lus.

W ij kunnen nog opm erken, d a t een toevoegende lus 
zichzelve niet kan snijden, d a a r  zulke snijpunten volgens 
punt (2) van de w et van § 5 toegevoegd  zijn aan  de om keerpunten 
en vervolgens ook onderling toegevoegd blijken te zijn. H ie r
door zou de oorspronkelij ke lus uiteenvallen  in toevoegende 
lussen  met positieve en negatieve om loopsrichting. D e  eerste  
dezer lussen  kunnen echter in verban d  met de tw eede hoo fdw et 
der therm odynam ica niet b estaan .

D e punten V  en V 1 in fig. 2, w a a r  de gren slus zich slu it en 
die wij de vertakkingspunten  noemen, zijn k laarb lijk e lijk  toege
voegde punten met de grenslus a ls  toevoegende lus.

7. L iu  en binnenlué.

Indien wij, in een punt (b .v. i ? T) van P  Q in fig. 3 aangekom en
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zijnde, H  w eer doen afnemen, m oei volgens punt (3) van  de w et 
van § 5 het punt P  w eer bereik t w orden. E lk  punt van P  Q is dus 
toegevoegd  aan  P ,  evenzo elk punt van Q P  aan  Q. D e op deze 
toevoegingen betrekking hebbende toevoegende lussen  noemen 
wij binnenlussen van de gegeven lus. B innenlussen, die éénzelfde 
om keerpunt met de gegeven lus gemeen hebben, noemen wij 
gelijksoortig.

In fig. 3 zijn de beide belangrijk ste  typen van binnenlussen, 
die zich voordoen, in hun ligging in de gegeven lus gesch etst 
a ls  de lussen  P  R x en P R 2.

Bij lus P P j  tre ft  R \ P  de tak  Q P  p as in P , bij lus P P 2 
tre ft  R 2P  de ta k  Q P  eerder en w el in S 2. M en kan  nu b e
wijzen, d a t  de tak  R 2 P  dan v an a f  S 2 m et Q P  m oet sam envallen. 
D it  gesch iedt door op te m erken, d at, w a a r  men vanuit P  door 
H  op te voeren in Q kom t en van hieruit n aa r  P  en terug kan 
gaan , men volgens punt (3) van de w et van § 5 zeker ook uit S 2 
door PI op te voeren in Q kan  komen. Bij to ep assin g  van de
w et w ordt hier Q a ls  de oorspronkelijke to estan d  beschouw d 
en de positieve richting n aar  links gekozen.

V an u it Q k an men w eer door verm inderen van / / i n  3 2 komen, 
w a a r  wij volgens punt (2) van de w et van § 5 dezelfde to estan d  
moeten aantreffen  a ls  eerst. V an  deze is ons bekend, d a t  zij 
zo is, d a t zij door verm inderen van H  lan gs een deel van Q P  
n aar P  voert. H etzelfde m oet dus gesch ieden a ls  men uit R 2 
komt.

8. Geconjugeerde toestanden.

H et voorkom en van het binnenlustype P  R 2 in fig. 3 is een 
com plicatie, die n ader beschouw d m oet w orden. B edoeld  type 
binnenlus moge het conjunctie-type w orden genoemd.

H e t stuk  R 2 S 2 in fig. 3 noemen wij het vrije deel van de 
binnenlus P R 2 in de lus P Q . W ij willen nu een bijzondere 
veronderstelling maken :

D e vrije delen van gelijksoortige binnenlussen van het conjunc- 
tietype hebben nooit een punt gemeen ook niet de begin- o f de 
eindpunten.

In fig. 3 is R 3S 3 het vrije deel van de binnenlus P R v V o l
gens bovengem aakte onderstelling kan  dus r 3s 3 met R 2 S 2 geen 
punt gemeen hebben.

D eze onderstelling heeft een belangrijke consequentie. D e  tak  
S 3 Q van de toevoegende lus S 3 Q , die in elk geval R 3 b evat,
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om dat ook S 3 en R 3 toegevoegde punten zijn, kan  niet reed s in 
een van R 3 verschillend punt, b .v. T3 in fig. 3, op P  Q aankom en, 
om dat dan de vrije delen van  de gelijksoortige binnenlussen 
P R 3 en P  T3 m instens het punt S 3 gemeen zouden hebben.

D e eindpunten van een vrij deel van een binnenlus van het 
conjunctie-type zijn dus aan  e lk aa r  toegevoegd  door een lus, die 
slechts tw ee punten en in elk geval geen lijnsegm ent met de 
oorspronkelijk  gegeven lus gemeen heeft. B edoelde aan  e lk aa r  
toegevoegde eindpunten noemen wij geconjugeerde punten.

G econ jugeerde toestan den  o f punten w orden hier bij voorkeur 
van e lk a a r  onderscheiden door een ste rre tje , is de ene toestan d  
P  dan  kan de andere dus P * heten.

V o o r  de p rak tijk  schijnt het voldoende, a ls  wij veronderstellen , 
d a t de com plicatie van het voorkom en van geconjugeerde punten 
zich slechts op de grenslus voordoet.

A ls P  en / *  geconjugeerde punten op de grenslus V 1 V in fig. 
2 zijn, met P  op V 1 V , dan zal, a ls  we P  laten  opschuiven to t 
V  het punt P *  mee opschuiven. H e t eindpunt der bew eging van 

P *  kan  eveneens in V  liggen, doch dit behoeft niet. Is  er een 
van V  verschillend eindpunt, dan noemen wij dit het geconju
geerde punt van V. H e t betreffende punt zal door V * w orden 
aangeduid .

9. Omkeerpuntreekóen en mag netPerlngd krommen.

Beginnend bij de to estan d  in een der vertakkin gspunten  van 
de grenslus, kan  men een lineam agnetisch proces opstellen , om
schreven door de //-w a a rd e n  van een a a n ta l om keerpunten 
(linker L z , / 2 , . . . en rech ter R , , R 2 , . . .), w aarb ij de om keer
punten van elke so o rt afzonderlijk  steed s dichter bij een b ep aald e , 
d it proces afslu itende, e in dw aarde van //k o m e n . D e  ferrom agn e
tische to estan d  E , die zo w ord t b ere ik t is (voor een b ep aa ld  
m ateriaa l en een b ep aald e  richting van de lineam agnetische a s 
d aarin ) natuurlijk  volkom en b ep aald .

Bij het uitvoeren van dit proces w ord t in het / / / / - d ia g r a m  
een w eg doorlopen (zie f i g .  4), die b e s ta a t  uit aan  e lk aa r  
sluitende delen van een reeks lussen , w aarv an  de volgende 
steed s een binnenlus is van  de voorgaan de.

O n d er een m agnetiseringskrom m e van een lineam agnetische 
to estan d  v erstaan  wij de / ’-//-krom m e, doorlopen bij het linea- 
m agnetische proces, w aarb ij de v e ld sterk te  monotoon w ord t 
veran d erd  to t een der vertakkingspunten  is bereik t.
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V o o r elke lineam agnetische toestan d  b e staan  er derhalve tw ee. 
V o o r de m aagdelijke to estan d  zijn deze beide congruent, elk 
van deze w ord t de normale m agnetiseringskrom m e (voor de ge
geven lineam agnetische a s  in het m ateriaal) genoemd.

D e rechter m agnetiseringskrom m e van de to estan d  E  in fig. 4 
voert b lijk b aar  over R 2 en R z n aar  V en w el langs delen der 
reeds genoem de lussen. D it  la a ts te  geld t ook voor de andere 
m agnetiseringskrom m e, die over L 2 en L x n aa r  V voert.

W an n eer  onder de rechter om keerpunten van een omkeer- 
puntreeks een om keerpunt R  voorkom t, d a t  rechts van één of 
meer der voorafgaan d e rechter om keerpunten ligt, w ordt de in
vloed dezer la a ts te  op de ein dtoestan d  u itgew ist. O o k  de in-

1/

R  toegevoegde punt op de linker m agnetiseringskrom m e van de 
toestan d  in het la a ts te  om keerpunt vóór R. H e t boven staan de 
geldt natuurlijk  m utatis m utandis ook voor onregelm atigheden 
in de reeks linkerom keerpunten.

O m keerpuntreeksen , die geen onregelm atigheden a ls  boven 
bedoeld bezitten, noemen wij geordend.

O n d er de in de voorgaande p arag ra fen  bindend voorgesch re
ven onderstellingen schijnt dan te gelden, d a t iedere lineam ag
netische toestan d  door een geordende om keerpuntreeks g e k a ra k 
teriseerd  kan w orden.

H et bew ijs hiervoor is in de m eer eenvoudige gevallen  niet 
zo moeilijk te leveren, hoew el het ook dan w egens de om vang 
hier niet kan w orden w eergegeven. M oeilijkheden, o.a. van 
vloed van één o f m eer linker om keerpunten zal er in het algem een 
bij w orden u itgew ist. H iervoor is de regel, d a t dit het geval 
is bij die linker om keerpunten, die rechts liggen van het aan
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verzam elingstheoretische a a rd  treden  op, a ls  men m eer inge
w ikkelde gevallen  beschouw t, met name die, w a a r  de omkeer- 
puntreeksen  noodzakelijk  continua van punten en/o f verd ichtingen 
van allerlei a a rd  moeten bevatten . D eze com plicaties kunnen 
niet geheel terzijde w orden geschoven, d a a r  reeds de m aagd e
lijke to estan d  kan  w orden voorgesteld  a ls  uit de verzadigde 
toestan d  verkregen door een proces met een om keerpuntreeks, 
die continua van linker en rechter om keerpunten bezit. Z ulke 
com plicaties kan men verw achten  b.v. bij alle ferrom agnetische 
toestanden , die door w arm tebehandeling o n tstaan  zijn en zij

vorm en ook de geschikte benadering voor toestan den  verkregen  
door to ep assin g  van hoge frequenties bij ge lu id sreg istra tie  op 
m agnetische d ragers. T oestan den  met geordende om keerpuntreeks 
met continua van om keerpunten to t bij het eindpunt hebben een 
lage reversibele  perm eabiliteit, zoals na het voorgaande ge
m akkelijk uit een figuur zal w orden opgem erkt.

10. ToeótandóLij nendiag ram.

H oew el een p a a r  toegevoegde toestan d en  in het algem een 
niet ondubbelzinnig b ep aa ld  w ord t door de H -w aard e  in elk 
dezer beide toestanden , zijn deze beide grootheden voor dit 
to e sta n d sp a a r  toch w el van het gro o tste  belang. W ij willen 
daarom  deze beide w aarden  eens in een d iagram  uitzetten en
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w el de //-w a a rd e  van het linker om keerpunt der toevoegende 
lus a ls  ab sc is, de / /-w a a rd e  van het andere om keerpunt a ls  
ord in aat.

D oen  wij dit voor alle in fig. 4 zichtbare lussen  en verbinden 
wij het beeldpunt van elke lus met d a t  van  h aar  binnenlus door 
een rechte, dan verkrijgen  wij de trap jeskrom m e in fig. 5.

O pgem erkt moet w orden, d a t  wij nog een toevoegende lus 
van infinitesimale afm etingen bij E  b ijgevoegd gedacht hebben, 
w aard o o r wij nog een punt E E  op de deellijn d  van  het le  en 
3e k w ad ran t verkregen. D e  lijn van V V  n aar  E E  noemen wij 
de toestan dslijn  van de to estan d  E .

W an n eer wij bij het punt V' V beginnen (in fig. 5) en telkens 
de lus V ' V  doorlopen en dan  langzaam  over de toestandslijn  
n aar  het punt V L X gaan  bew egen, dan kom t dit la a ts te  over
een met het gaan  doorlopen van een aan ta l toevoegende lussen, 
die het om keerpunt V  gemeen hebben, w aarb ij de afm eting 
dezer lussen  geleidelijk to t die van de lus V L X afneem t. In 
V L X aangekom en, kunnen wij over de toestan dslijn  verd er gaan  
door nu de toevoegende lus w eer verd er in te krim pen, doch 
nu ju ist onder het vasthouden van het linker om keerpunt.

M en ziet, d a t  het doorlopen van de toestandslijn  van V 1 V  
n aar  E E  een proces aan  de hand doet om door continue v er
schuiving der om keerpunten van een toevoegende lus, die eerst 
sam en valt met de grenslus, to t de to estan d  E  te komen.

N a  het voorgaan de zal tevens duidelijk zijn, d a t  elke lijn, die 
binnen de gestippeld  aangegeven  rechthoekige driehoek in fig. 5 
van  V 1 V  n aar een punt van de hypoten usa loopt zonder e r
gens een positieve helling aan  te nemen, een lineam agnetische 
to estan d  b ep aa lt, zo b.v. de lijn t in fig. 5, w an t zulk een lijn 
gee ft alle te doorlopen om keerpunten aan  en is dus tevens een 
voorsch rift hoe de to e stan d  tew eeg te brengen. In de realite it 
zullen de continua van om keerpunten door kleine sprongsgew ijze 
veranderingen ben aderd  moeten w orden.

Ingevolge het in de vorige p a r a g r a a f  opgem erkte m oet zelfs 
iedere lineam agnetische to estan d  (a ls  aan  zekere in het vo or
a fgaan d e  gem aakte onderstellingen voldaan  is) door zulk een lijn 
volkomen gek arak teriseerd  kunnen w orden.

M en ziet hoe eenvoudig in dit toestan dslijnendiagram  toestanden , 
die door om keerpuntreeksen  met continua van linker en rechter 
om keerpunten b ep aa ld  zijn, door een toestan dslijn  kunnen w orden 
voorgesteld . D e m aagdelijke toestan d  b.v. w ordt eenvoudig voor
geste ld  door de rechte van V 1V  n aar  0 . T oestanden , die uit
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de m aagdelijke kunnen o n tstaan  door enige geringe eindige v er
anderingen van I I , hebben to t toestan dslijn  een trap jeskrom m e, 
(verg. fig. 5), die zijn voortzetting vindt in een rechte met helling 

I door V V. Im m ers zal de m agnetiseringskrom m e van zulke 
toestan d en  op enige a fs ta n d  van de oorsp ron g met de norm ale 
m agnetiseringskrom m e beginnen sam en te vallen.

1 1 . De int reed lijn.

H oew el een toestan d slijn  natuurlijk  over het punt V 1 V  zou 
kunnen w orden voortgezet buiten de gestippelde driehoek in 
fig. 5 is d it van  w einig nut, d a a r  de vorm van d it deel geen

invloed op de to estan d  uitoefent. Z e lfs  het deel van de to e sta n d s
lijn, d a t  langs één der rechthoekszijden van genoem de driehoek 
ligt, is zonder invloed en kan  door een w illekeurig verloop buiten 
de driehoek vervangen  w orden.

In het geval, d a t  op de grenslus geconjugeerde punten gevonden 
w orden, verdient het aan beveling de beeldpunten van de to e
voegende lussen  tussen  deze puntenparen  in het toestandslijnen  
d iagram  aan  te geven. Zij vorm en een kromme lijn, die sym 
m etrisch is ten opzichte van  de deellijn van het tw eede k w a 
d ran t en die h a ar  eindpunten V 1 V 1* en V V *  op de rech th oeks
zijden van de m eergenoem de driehoek met de hoekpunten V 1 V1, 
V V  en V V heeft, zoals in fig. 6 is a fgebeeld .
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V u lt men deze kromme met delen der rechthoekszijden en de 
hypoten usa van genoem de driehoek aan  to t een gesloten  kromme 
en noemt men het inw endige d aarv an  het to estan d sv e ld  en de 
om trek met uitzondering der h ypoten usa de intreedlijn, dan kan 
men zich aldu s u itspreken :

Iedere kromme door het toestan d sveld , die on tsprin gt op de 
intreedlijn, eindigt op de h ypoten u sa en nergens een positieve- 
helling vertoont, b e p a a lt  a ls  toestan dslijn  ondubbelzinnig een 
lineam agnetische toestan d .

A ls er geconjugeerde punten op de grenslus zijn, is er zeker 
een p aa r , d a t  sym m etrisch ligt ten opzichte van de oorsprong. 
D  eze punten K  en K *  bezitten  een toevoegende lus, w aarv an  
het beeldpunt K K *  in het toestan dslijnendiagram  het snijpunt 
is van  de toestan d slijn  van de m aagdelijke to estan d  m et de

intreedlijn. D e  punten K  en K *  zijn dus de punten op de gren s
lus, w a a r  de norm ale m agnetiseringskrom m en niet m eer van de 
dalende o f stijgende tak  van de grenslus onderscheiden kunnen 
w orden (In  fig. 2 is K  reeds aangegeven).

%

12. Variatie van een toeétandéiijn.

W ij beschouw en een toestan dslijn , die door de drie punten 
(H l , H r ), (H Lf H r -  d I lR) en (H L +  d H Li H R -  d H R) , w aarv an  
het eerste  in fig. 6 met L R  is aangegeven , loopt. T ussen  ge
noemde punten is de toestan dslijn  telkens recht, d a a r  positieve 
hellingen zijn uitgesloten.
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D a a r n a a s t  beschouw en wij een gevarieerde toestan dslijn , die 
gelijk is aan  de reeds beschrevene, behoudens d a t deze tu ssen  
het eerste  en la a ts te  der drie punten nu over het punt (H L +  d H ^ , 
H r) loopt. B eide lijnen sluiten dus een in fm itesim aal recht
hoekje in ter grootte van dÜR  . cïH r, w elk  product wij d  O zullen 
stellen. D it  rechthoekje is in hg. 6 buiten sch aal aangegeven.

Bezien wij nu het ^ -//-d iag ram  in hg. 7.
H e t punt (H r , H r) in het toestan dslijn en diagram  ste lt een 

lus L R  in het ^ -//-d iag ra m  voor. In het punt (H R yH R — dH R ) 
over de toestan dslijn  aangekom en, is de lus to t de lus L  R x in 
hg. 7 ingekrom pen. In het derde punt aangekom en is de lus 
L x R x bereikt.

L an gs de andere toestan dslijn  gaan de is daaren tegen  in het 
punt (LIl 4- d H r , H r)  de lus L 2 R  bereik t en is men in het 
derde punt op de lus L 2 R 2 gekomen, w aarv an  de om keerpunten 
b lijk b aar  hoger liggen dan die van de lus L I R x . W ij willen 
n agaan , hoeveel hoger zij liggen.

D a a r to e  merken wij op, dat, zoals uit hg. 7 duidelijk is, 
zow el de a fstan d  L 2 L x a ls  de a fstan d  R 2 R x evenred ig is met 
d H L en d H R , dus met d  0  . D e  evenredigheidsfactoren  zullen 
in het algem een verschillend zijn en afhangen van de vorm der 
toestan dslijn  tu ssen  intreedlijn en het punt (H r , H r ) d.i. L R .

Indien dit punt niet te ver van de oorspron g ligt, zal het 
verschil dikw ijls niet groot zijn. Stellen  wij ze onderling gelijk, 
dan  w ordt zow el de a fstan d  L x L 2 a ls de a fstan d  R x R 2 :

a  d  O

w aarb ij a  van de vorm van de toestan dslijn  tu ssen  intreedlijn 
en L R  afhankelijk  blijft.

In zulke gevallen  zal de lus L 2R 2 veelal, behalve dan d a t zij 
een a fstan d  a d  O hoger ligt dan de lus L x R 1 , in bijna niets 
van  de lus L l R x verschillen. V o o r  de inducties B x en B 2 der 
door de beide beschouw de toestandslijnen  voorgestelde toe
stan d en  zal dan g e ld en :

B 2 — B j  =  a d  O .
W ij beschouw en nu nog een andere v ariatie  van een to e

stan dslijn . D a a rto e  beschouw en wij eerst in het algem een de 
toestandslijnen  van tw ee toestan den  L  en R , die toegevoegd 
zijn. H un toestandslijnen  vallen sam en van de intreedlijn to t 
het punt (H r , H r) . V a n a f  d it punt loopt de toestan dslijn  van 
L  verd er verticaal, die van R  verd er horizontaal en w el tot 
het eind.
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A ls H l  en H R slechts een infinitesim aal b ed rag  verschillen, 
(wij stellen  dit d H )  is de toevoegende lus een rechte, w aarv an  
de helling (die wij b stellen  en die gelijk zal zijn aan  de rev er
sibele perm eabiliteit) in het algem een van de vorm van het 
gem eenschappelijk  deel der toestandslijnen  afhankelijk  zal zijn. 
Wdj beschouw en de toestan dslijn  van R  a ls  een v arian t op de 
toestan dslijn  van  L . Bij deze wijze van variëren  vindt men 
b lijk b aar

B r —B r — b d  H  .

H e e ft  men nu tw ee toestandslijnen , die v an a f  de intreedlijn 
een eindw eegs sam engaan , doch verderop  niet o f n iet overal 
sam engaan , dan kan  men de ene lijn altijd  in de andere over
voeren door (oneindig veel) vervorm ingen van de beide ge- • 
noemde soorten. D e grootheden a  en b moeten daarb ij voor 
iedere vervorm de toestan dslijn , die d aarb ij optreedt, bekend 
zijn, w il men d aarb ij in s ta a t  zijn de verandering van  B , die 
met deze vervorm ing g e p aard  g aa t, te berekenen.

E en  zeer grote vereenvoudiging w ord t verkregen  a ls  men 
aanneem t, d a t  a  voor een in finitesim aal opperv lak te  elem ent 
in het toestan dslijnendiagram  slechts van de coördinaten  H r en 
H l van dit elem ent a fh an gt (en dus n iet van  het deel van de 
toestan dslijn  tussen  F '  V  en het element). In dezelfde gedach 
tengang p a s t  het ook aan  te nemen, d a t  b voor een infinitesim aal 
driehoekje op de eerste  deellijn slechts van de coördinaten van 
dit elem entje (die d a a r  gelijk te stellen  zijn) a fh an gt.

V o e rt men (zulk een model aannem ende) een eerste  toestan d  
met H  =  H y , B  =  B 1 en een toestan dslijn  t l over in een tw eede 
to estan d  met H  — H z , B  =  B 2 en een toestan dslijn  t2 , dan moei 
gelden :

/% /»

B 2 =  B x +  j ci d  o 4- I b d  H .

D e  eerste  in tegraa l is d aarb ij uit te strekken  over alle 
oppervlakte-elem enten  do, die tussen  de toestandslijnen  t 1 en t2 
en de eerste  deellijn liggen. L ig t d aarb ij een elem ent do in het 
gebied, d a t  aan  die zijde van t 1 ligt w a a r  V V  ligt, dan is do 
p o sitie f in rekening te brengen ; ligt het aan  de andere zijde 
van t1 , dan m oet het n egatie f in rekening w orden gebracht.

D e in tegratie  van de grootheid b, die volgens de veron der
stelling alleen een functie van H  zal kunnen zijn, behoe ft geen 
n adere toelichting.
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K ie st men voor de eerste  to estan d  de m aagdelijke toestan d , 
dan is H ï — O , B x =  O en is tx de lijn O — V 1 V . U itgaan d e  
van deze toestan d  kan  volgens het boven staan d e B  voor elke 
andere to estan d  berekend w orden  a ls  a  en b bekend zijn.

Z e t  men de grootte van a  boven elk elem ent in een derde 
dimensie loodrecht op het elem ent uit, dan o n ts ta a t een o p p er
vlak , d a t  wij de „h ysteresish eu veT ’ kunnen noemen. D eze heuvel 
m oet sym m etrisch zijn ten opzichte van een v lak  door O lood
recht op V z V 1 — V V .

VV'

F i g .  8

13. Toepaéóingen.

Eenvoudigheidshalve willen wij eens veronderstellen , d a t  de 
grootheid b nul is en de grootheid  a  onafhankelijk  van enige 
toestan dslijn  in het gehele to estan d sv e ld  con stan t is.

D a a r  wij w eten, d a t  in de m aagdelijke to estan d  de inductie 
nul is, kunnen wij van  deze u itgaande de inductie berekenen, 
die door m agnetisering optreedt. D e  toestan dslijn , die ee rst 
onder d5° liep (zie 1 in hg. 8) zal na opvoeren  van de veld
sterk te  to t H  een horizon taal stuk  van de lengte 2 H  verkregen  
hebben (2 in fig. 8). D it  slu it met de oorspronkelijke to e sta n d s
lijn een opperv lak  H~ in, zod at wij vinden

B  =  a H 7
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voor de vergelijking van de norm ale m agnetiseringskrom m e. M en 
bedenke steed s, d a t  men zich bij iedere verandering van I I  op 
nieuw m oet a fv ragen , w a t de toestan dslijn  van de h ierdoor ont
stan e to estan d  is.

N u  zetten wij de m agnetisering voort tot H  =  H 0 en gaan  
dan H  w eer verm inderen. N u  moeten wij de vergelijking van 
de dalende tak  van een com m uteringslus vinden. H e t eerst 
horizontale einde (3 in fig. 8) der toestan d slijn  bij H  =  H 0 krijgt 
nu een v erticaa l lijntje (4 in fig. 8) to t afslu iting. Bij een veld
sterk te  H  w ord t dit lijntje H 0 -  H  lang, zod at het opperv lak  
van het driehoekje tu ssen  de nieuwe en de vergelijkingstoe- 
stan dslijn  \ a ( H 0 -  H )2 b ed raag t. D e  gezochte vergelijking w ordt

dus

B  — a  Ho — \  a  (H 0 -  H f

en deze is geldig tot H  — — H 0 .
M en ziet, d a t  de hantering zeer eenvoudig is. A ndere b eleg

gingen van het to estan d sv e ld  vereisen alleen w at m eer reken
w erk. D e belegging moet natuurlijk  sym m etrisch zijn t.o.v. de 
deellijn van het tw eede k w ad ran t, zoals reeds aan  het slo t van 
punt 12  w erd opgem erkt.

K ie st  men de belegging in het tw eede k w ad ran t re la tie f la a g  
of bijna overal (behalve v lak  bij de oorsprong) nul, eventueel 
door de intreedlijn ver in te stulpen, dan verkrijgt men m odel
len voor de eigenaard ige tiy steresisversch ijn selen , die men vindt 
bij m aterialen , opgebouw d uit hoog rem anente en w eke m ate
rialen  n a a st  e lk aar.

14. Linearisering bij magnetische dragers.

In figuur 9 is zeer schem atisch een inrichting aangegeven, 
w aarm ee trillingen v astg e leg d  kunnen w orden op een lerro- 
m agnetische band. D e band P  Q schuift daarbij met constante 
snelheid onder de luchtspleet in een m agnetisch juk J  door. H e t 
juk  J  d ra a g t  een niet getekende w ikkeling, die in de luchtspleet 
een m agnetisch veld opw ekt. D it  veld beïnvloedt het ferrom ag
netisch m ateriaa l van  de d rager. Bij A is het veld het ste rk st, 
bij B  heeft het slechts een re la t ie f zeer geringe sterk te .

A angenom en w ordt, d a t  de stroom , die het juk  bekrach tigt 
en de op te tekenen trillingen v o orste lt, in de tijd, w aarin  de 
d rag e r  over een a fs ta n d  A B  opschuift, betrekkelijk  w einig v er
an d ert. V e rd e r  w ord t veron derste ld , d a t  het ju k  behalve door
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de genoem de stroom  ook nog door een re la tie f hoogfrequente 
stroom  bekrach tigd  w ordt. In de tijd, w aarin  de d rag er  over 
een a fstan d  A B  opschuift, moge een groot aan ta l perioden van 
de hoogfrequente stroom  vallen  4).

H e t door het juk in de d rag er  opgew ekte veld hange lineair 
van de beide bekrachtigingen af.

N u  w ord t aangenom en, d a t  het hoogfrequente veld bij A  in 
am plitude gelijk is aan  de v e ld sterk te  H Vi w aard o o r het dra- 
g e rm ate n a a l in een der met de vertakkingspunten  overeen
komende toestan den  w ord t gebrach t. D e  grootste  am plitude 
van het veld in A, v ero o rzaak t door het op te tekenen sein, 
moge kleiner zijn dan de am plitude der hoogfrequente trilling. 
Is  in A  de momentele v e ld sterk te  v ero o rzaak t door het op te 
tekenen sein H , dan w isse lt de v e ld sterk te  in A m et de hoge

B /I
'  F i g .  9 .

frequentie tussen  H  +  H v en H  -  H v. Bij zulk een w isseling 
w ord t een toevoegende lus in het 7>-//-diagram  beschreven, 
w aarv an  het beeldpunt in het toestan dslijnendiagram  gelegen 
is op de lijn R S  in Fig. 10 en w el op een a fstan d  / / ]  2 van 
het punt V ' V.

D it  geld t voor een elem entje ferrom agnetisch  m ateriaal, d a t  
zich in A  (fig. 9) bevindt. D it  schuift evenw el door de b ew e
ging van de d rag er op n aa r  B . A ls in de tijd, nodig voor de 
bew eging van A  n aar  B , het laag freq u en t sein niet noem ens
w aard ig  van momentele w aard e  veran d erd  is, zal het m ateriaa l, 
d a t  van A  n aar  B  bew eegt, geleidelijk  aan  onttrokken w orden aan  
de invloed van genoem de momentele w aard e  en de invloed van 
het hoogfrequente veld.

D  a a r  deze invloeden dan echter str ik t evenredig verm inderen,

}) J. W .  G ratian ,  The Journal o f  the A coust ica l  Soc .  o f  Am. 21 (1 9 4 9 )  
74. O o k  D u its  octrooischrift  7 4 3411 .
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doorloopt het m ateriaal nu een reeks toevoegende lussen , w aarv an  
de beeldpunten op de lijn T  0  in fig. 10 liggen. Is  het m ateriaal- 
elem ent in B  aangekom en, dan  is het beeldpunt der momenteel 
doorlopen toevoegende lus in O aangekom en.

H e t deel van de lijn T  O , d a t  binnen het to estan d sv e ld  ligt, 
is dus de toestan dslijn  van de ferrom agnetische toestan d , w aarin  
het beschouw de m ateriaalelem ent gebrach t is en voorlopig zal 
blijven.

N em en wij thans aan , d a t  de eigenschappen van het ferro-

5

Fig. 10.

m agnetisch m ateriaal door een h ysteresish eu vel kan w orden 
voorgesteld , dan is het duidelijk, d a t  de inductie B  van de 
to estan d  b ep aald  w ord t door de inhoud van de h ysteresish euvel 
boven het geharceerde gebied in het toestan d sveld . A ls deze 
inhoud steed s evenredig is met de a fstan d  van 7 to t V Vf b e
s ta a t  volm aakte lineariteit bij de optekening. A an  deze voor
w aard e  zal ongeveer zijn voldaan , w anneer de h ysteresish euvel 
ter p laa tse  tennaastebij door een cylinder met a s  evenw ijdig 
aan  V ' V 1 — V V begrensd  w ordt. N oodzakelijk  is dit la a ts te  
echter niet. H e t is voldoende a ls de projectie van een doorsnede 
van de heuvel, die door O g a a t  en loodrecht op het toestan d s-
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veld s ta a t , op het sym m etrievlak  van de heuvel con stan t is.
M en  ziet, d a t  het b e staan  van een intreedlijn, dus van ge

conjugeerde punten op de grenslus in principe gunstig schijnt. 
O o k  ziet men, d at, a ls  een intreedlijn  b e sta a t , het hoogfre- 
quentieveld w at zw ak k er kan  w orden genomen zonder d a t  er 
veel veran dert.

^V anneer de hoge frequentie niet zéér hoog is, zal de lijn 
T  O in figuur 10 kunnen moeten w orden vervangen door een 
fijnere o f grovere trap jeskrom m e. H e t is duidelijk, dat, zolang 
de tra p je s  niet zeer gro f w orden, bij een gesch ikt gekozen 
m ateriaa l toch een behoorlijk  lineaire w erking verw ach t kan 
w orden.

H e t schijnt niet on den kbaar, d a t  het vinden van geschikt 
ferrom agnetisch  d rag erm ateriaa l vergem akkelijkt kan w orden 
door onderzoekingen om trent de ged aan te  van een eventuele 
h ysteresish eu vel bij verschillende lerrom agn etica.
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Berekening van de schakeltijd van een multi-vibrator

door H. de Lange Dzn

S U M M A R Y

In the mathematical introduction a general form is derived for the solution 
o f  a  linear differential equation o f  the n  th  order w ith constant coefficients 
from the well-known method o f  var iation o f  param eters ,  in wich a  d iscon
tinuity o f  the 11 th  order is reduced to one o f  zero-order, dur ing in tegra
tion. This  eliminates the determination o f  the integration constants,  i f  the 
circuit is in a  state o f  rest  be fore the source o f  d isturbance functions.

In the second p ar t  the time lag  o f  a  mult ivibrator is calculated  with 
the aid o f  a  fourth order differential equation with constant coefficients, 
using the form mentioned above  under practica l  conditions.

The short period, during which the two tubes simultaneously d ra w

anode current, is K
4 Cak 

S
seconds. Ar is a  factor  w ich changes from 5 to

10 b y  changing the gain per  stage  from 3 to  100 and the relation o f  both 
time constants  in each o f  the two filters from 10 to 100.

1 . Æatbcinatiéche inleiding.

I. 1 . A lvorens to t behandeling van bovengenoem d electronisch 
probleem  over te gaan , hetw elk aan leid ing gee ft to t het op lossen  
van een 4e orde d ifferentiaalvergelijk ing met constante coëffi
ciënten, zullen we de oplossing, verkregen  door to ep assin g  van 
de bekende methode van v aria tie  van constanten  van L agran g e , 
aan  een nadere beschouw ing onderw erpen teneinde een inzicht 
te  verkrijgen  in de physische betekenis van  de d iverse hierbij 
optredende grootheden.

D a a rto e  w orden a lle re erst de voorw aarden , w aaro n d er de 
oplossing van de le  orde d ifferen tiaal vergelijking m et con stan 
te coëfficiënt zonder m eer m ag w orden to egep ast, n ader onder
zocht. V ervo lgen s w ord t de oplossing van de lineaire d ifferen tiaal
vergelijking van hoger orde met constante coëfficiënten in een 
m eer direct to e p asb are  vorm gebracht.
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I. 2. Lineaire differentiaal vergelijking le  orde.

V a n  de verkorte  lineaire d ifferen tiaal vergelijking

T y ' +  y  = o  ( T  =  constant) 

is, zoals bekend, de oplossing

y  =  6 e
rt I

r  ~  T

(1)

(2)

nnnnmr
R

/ C i  Vf

F i s .  1.

D  eze oplossing to eg ep ast op het condensatorcircuit van fig. 1 
le id t to t

t
Vc =  Vc(o) e R C  ,

indien op het tijd stip  t — O de con d en sator geladen  is to t de 
spanning Vc(o) en de sc h ak e laar  ^  w ord t gesloten. H e t sy steem  
is in zichzelf gesloten  en a ls  op lossing verschijnt, inhearent aan  
het lineaire systeem , een e m acht.

F ig .  2.

V eron d erste llen  we vervolgens, d a t  op het sy steem  een uit-
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w endige storing w erkzaam  is, d o o rd at gen erator G in fig. 2 op het 
tijd stip  r een eenm alige impuls opw ekt ter hoogte V(x) en van de 
tijdsduur dx> dan v eran d ert Vc mede door deze oorzaak  met de tijd.

A chtereenvolgens de spanning V(z),  V r  en V c in ogenschouw  
nemende, ziet het beeld eruit a ls  w eergegeven  in fig . 3.

H ieru it blijkt, d a t  gedurende de korte aanw ezigheid van 
V (x) de spanning op de w eerstan d  een verm indering onder
g aa t, w elke verm indering door de condensator a ls  d  Vc (x) w ord t 
verzam eld.

T ijdens het in terval x (d  x) v loeit er een stroom  i  — V(x)/R  
n aar  de condensator, w aard o o r deze w o rd t opgeladen  to t de 
spanning :

d  Vc (r) =
l d  x

~ c

V (x) d x

i r ' ~c

W o rd t  V (x) w ederom  nul, dan is het systeem  aan  zichzelf 
overgelaten , zod at d  Vc (r) volgens een ^-macht w ord t gew ijzigd, 
w aard o o r (t — t) sec. n^ het einde van het in terval x (d  x)

d  Vc (t) =
T

W e k t de gen erator een continue spanning V  (r) op, dan is 
het duidelijk dat, indien deze w erkzaam  is van  o -> t, de con- 
den satorspann ing gevonden w ord t a ls som van kleine op- en 
ontladingen, telkens met a ls  re su lta a t  een d  Vc (/) van de op
eenvolgende aanslu itende impulsen, w aaru it men zich het con
tinu verloop van V  (r) tu ssen  o en t opgebouw d kan denken, 
zod at a ls  re su lta a t  van  deze som m atie verschijnt

t
V (T) r (i - r) d  x

o
r (4)
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W e  merken hierbij het volgende op :
V o o r t < i o  w as Vc — 0 . H e t re su lta a t  Vc op het tijd stip  t 

kan  dus alleen het gevolg zijn van w at er tu ssen  o en t is ge
schied. U itk om st (4) is dus de volledige oplossing voor het 
g e v a l :

IV aard]ebepaling van Vc op het willekeurige tijdstip t, ten gevolge 
van het inéc ha kelen van een ópanning van willekeurig continu verloop 
op het tijdstip t =  O,
le  m its deze som m atie is geoorloo fd , d.w .z. de w et van su p er

positie geldt, dus het sy steem  lineair is voor het am plitude 
gebied van stroom  en spanning.

2e D e  som m atie is ook geoorloo fd  a ls  V  (r) een sprong v er
toont. D it  ligt in het procédé van in- en u itschakelen  van 
V  (t) opgesloten , echter de uitkom st van  de in tegraal, b e
p aa ld  volgens de bekende regel van  b ep aa ld  integreren

3e

4e

I f  (x) d  x  =  F  (b) — F  (a)
a

w aarb ij

ƒ / ( * )  =  F  (

is alleen dan ju ist, a ls  genoem de discontinuïteit uitsluitend in 
de grenzen o en t op treedt. Is  dit niet het geval, dan blijft 
de regel gelden a ls  men het integreren  in afzonderlijke in
tegralen , elk met tijdsgrenzen van de ene to t de volgende 
discontinuïteit, sp litst.
V  (r) is echter slechts een deel van de integrand. In deze 
vorm geschreven de bekende invloedsfunctie van G reen . In

lading
fe ite integreren  w e echter frac t ies van w aarv an

cap acite it
elk oneindig klein moet zijn; d.w .z. in het algem een moet 
de integrand yj (t, r) d  x, voor o ^  x ^  t , to t nul naderen  
a ls  men d x  w illekeurig klein k iest. Is  dit voor x — O niet 
het geval, dan  is er een eenvoudig m iddel om uit deze im passe 
van zuiver m athem atische oorsprong te komen (zie hieronder), 
is V (x) =  V sin co t en verleggen  we het tijd stip  van in
schakelen  n aa r  — oo, dan w ord t door de som m atie van 
^-machten a ls  station n aire  op lossing w ederom  een sinusfunc
tie van co t gevonden, mits R  p o sitie f is. D an  op en b aart 
zich de som m atie van  ^-machten uitslu itend in een faseh oek  
cp. Is  R  echter negatie f, dan verdw ijn t in de uitkom st de 
^-macht niet.
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Bovengenoem d geval kan ook met de m ethode van L ag ran g e  
w orden opgelost en verloopt dan a ls  v o lg t :

V an  de d ifferentiaalvergelijk ing

r : + I r ,  =  ^
T  T

lo st men het linker lid gelijk o geste ld  op. D an  is de in tegraal 
hiervan volgens ( 1 )

r t  r  =  -  ï / TVc =  Ce

L agran g e  ste lt nu C  een functie van de tijd en ste lt hierbij 
de v o orw aard e  d a t  dan Vc een oplossing m oet zijn van de dif. 
vergl. met 2e lid. D e geniale gedachtengang, die h ieraan  ten 
gron d slag  ligt, w erd  door het voora fgaan d e voorbeeld n aar  voren 
gebracht. B lijk b aa r  w ord t ook op deze wijze de respon se van 
het circuit op de impuls gevonden. D oo r invulling in de dif. 
vergl. volgt d a t

V (t )
C  er i  =

T

moet zijn, zodat

C =  I --- —  e dt +  K
T

D e volledige oplossing luidt

Vc = v ( 0  ~ r t  j, r t
T

dt -j- I£ | e (5)

V a n g t V (t)  op het tijd stip  t =  o zonder oproncj aan  zijn in
vloed op het systeem  uit te oefenen, dan geldt, om dat de con
d en sato r ongeladen is, voor

t <  o

D it  in (5) ingevuld gee ft

V ( t ) =  o 

Vc =  o

:odat

Ve (o) =  / e~ r t  dt +  K = o

K = - { ^ ï e - r t dt
T
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en is (5) dus te schrijven als

Vr =
— r t dt rt

zijnde de volledige oplossing a ls  V (t) zonder spron g aan van gt. 
N  u is ook a ls  V (t) voor t =  o een sprong m aak t (discontinuïteit

d
van orde nul) f V (t) d t  =  O a ls we b to t nul laten  naderen.

o

D e ^-macht in de integrand w ijzigt deze eigenschap niet. Een 
product van tw ee functies die op hetzelfde tijd stip  een sprong 
vertonen, is w eer een sprong op hetzelfde tijd stip , zo d at de in
te g ra a l van  (6) genomen tu ssen  de grenzen O en O +  ó voor 
b o eveneens nul oplevert. H ieru it vo lgt d a t  ook met sprong 
voor t — o (6) de ju iste  w aard e  gee ft voor Vc(o) en dus de 
volled ige oplossing is van  het g e v a l; evenals vergl. (4), w elke 
slechts een andere schrijfw ijze is voor (6), w aard o o r echter de 
im pulsw erkw ijze ee rst  goed n aa r  voren komt.

P a ssen  we L a g r a n g e  echter toe op de d ifferen tiaa lverge
lijking voor de spanning op de w eerstan d

V R +  - V r =  )

dan w ord t

VR =  { ƒ  V' (t) r t  d t  +  K } ert

V erto o n t V (t) nu reed s een eindige sprong voor t — o, dan 
w ord t V' (/) op datzelfde moment een im puls ter  hoogte oo en 
ter  b reedte  o , dus van eindige w aard e , d. w. z. een discontinuïteit 
van  le  orde. T hans moet, a ls  we b to t nul naderen,

d
Vr (ó) =  { /  V '(t) e ~ r t  dt +  K } e rd ^  o 

zijn. W e  stellen  nu
o

K  =  -  ƒ V '( 0  e ~ r ‘ dt +  K 0

H ierm ede w ordt
t

VR =  { ƒ  V '( t ) e ~ r t d t  + K 0) e r t
O

D a t  thans K 0 verschijnt, w o rd t v ero o rzaak t door een zodanig 
verloop van de integrand, d a t  aan  de onder ten 3e genoemde 
v o orw aard e  voor t — O niet w o rd t vo ldaan . H ierd oor leidt de
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regel van b ep aa ld  integreren  to t een onjuiste uitkom st, w elke 
door K 0 gecorrigeerd  moet w orden.

Toevoeging van  K 0 is dus alleen  op zuiver m athem atische 
gronden nodig en het is in m eerdere opzichten van belang deze 
constante door een m athem atische kunstgreep  te doen verdw ijnen.

JVe kunnen nl. de knik bij H  van V (o) in fig . 4 laten verdwijnen 
door toevoeging van

-  V  (o) eat

en na het integreren deze knik weer aanbrengen door a  — — ©o te ötellen.

H ierd o o r w ordt, ten behoeve van het integreren, de orde van 
de discontinuïteit van  de integrand tijdelijk  to t orde nul teru g
gebrach t, w aarm ede aan  het onder ten 2e gestelde w ord t voldaan . 

D e volledige oplossing w ord t dan gereduceerd  to t
t

VR = j { V \ x ) - a V ( o ) e axj e r{d - x') d x  (7 )
o

a =  — oo

voor het inschakelen van I (/) ten tijde t — o bij ongeladen conden
sa to r .

F ig . 4.

I. 3. L a g  range toegepaét op n ic orde differentiaalvergelijking niet
conotante coëfficiënten.

W e  veronderstellen  d a t  van  de k arak teristiek e  vergelijking, 
behorende bij de d ifferentiaalvergelijk ing

+  a 1y <n 1  ̂ +  . . . +  a n- iy '  +  a ny -  f  (f) (&)

de w orte ls to t rn ongelijk zijn.
D e  methode der v ariatie  van constanten, bijv. to eg ep ast voor 

n — 3 , zij volledigheidshalve in het k o rt w eergegeven.
V an  de verkorte d ifferentiaalvergelijk ing is de algem ene o p 

lo ssin g

y  =  Cz eri 1 +  Ca / * 1 +  C 3 / 31 (9 )

D e constanten  w ederom  a ls  lunctie van de tijd geste ld  en in 
vergelijking (8) ingevuld levert
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D e vormen tussen  de haken w orden telkens nul gesteld . H e t 
geheel opgeteld  levert dan, om dat de 3 particu liere  oplossingen 
elk aan  de d ifferentiaalvergelijk ing zonder 2e lid voldoen, kolom 
voor kolom nul op, zo d at vergl. (<r) a ls  derde vergelijking in 
CP w ord t gevonden.

p
C , uit (b) met ( a) en (c) met (b) geëlim ineerd gee ft

(r2 -  r ,) £72 e *1 +  (r3 -  r ,) C \ e 'i l  =  o

r 2 (r2 -  r ,)  C'a e t/ + r 3 (r3 -  r ,) C3 eH 1 =  f ( t )  

w aarm ede na eliminatie van C 2 tenslotte w ordt gevonden

(r 3 ~  r i) (r s ~  r >) C 3 er* ( 
o f

f ( t ) e  H t dt

( r 3 - ( r 3 ~

+  K.,

Ca en Cj zijn door cyclische verw isselin g uit C3 a f  te leiden. 
D eze w aard en  van Cp ingevuld in (9) gee ft a ls  to ta le  op los- 
sing voor n =  3

y l f  m e - * * #  + K \ r l t  +  l / ( O  * r» '  dt
\ / 7----------------------- r  A , te  - + \  — ------
1 J  ( r l -  r,) ( r T -  r 3) I I J  (r2 -  r  ) (r r l)

+  K ,
t

+

f f
I • (r 3 ~ r 1) (r 3 ~  r *) J )

+

V eron derste llen  we thans d a t  f  (t) o p treed t v an a f  het tijd 
stip  t =  o , terw ijl voor /< C o  elke vorm van  energie in het 
systeem , w elke zijn invloed op de betrokken  grootheid zou 
kunnen uitoefenen ontbreekt, dan  volgt uit d it voorbeeld , mede 
in verban d  met het voorgaan de, d a t  in het algem een voor de

=  o ] ( a )  

o ] (b )

(c)
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nde orde differentiaalvergelijk ing van het systeem , het verloop 
van de betrokken grootheid w ord t b ep aa ld  door

(10)

t
zijnde een som van n integralen elk mei a h  noemer het gedurig pro
duct van de (n — i)  verschillen van Tp met de overige r s .

B lijk b aa r  is elke in tegrand het bij de eigentrilling rp beho
rende gedeelte van de respon se van het systeem  op het tijd stip  t 
van  de impuls P i (r) (d x )  ten tijde r, a is  P i (r) de functie aan  de 
ingang van het systeem  is.

Bij het ^.(T .circuit in I. 2 bijv. w as Pi (t) — V (x) en f  (r) resp .
V_(x)

T
en V' (r) .

Vergelijking (10) is voorts alleen dan de volledige oplossing 
a ls  ƒ  (o) =  O o f een d iscontinuïteit is van  de ode orde en overigens f(x )  
to t t geen discontinuïteit heeft.

In het algem een echter is

«

m  -  £
d 11 -- P

'fi
d  xii — p P i  M

w elke gew oonlijk niet aan  de orde-voorw aarde  van de d iscon
tinuïteit voldoet. D a t  hangt er van  a f  hoe P i  (x) voor x — o uit 
uit de nullijn verrijst. D it kan  in een practisch  geval ten hoog
ste zijn een eindige sprong, o f de le  afgele ide (p =  n — i) v er
toont een sprong o f eerst een der volgende algele iden  vertoont 
een sprong. O vereen kom stig  de w erkw ijze bij Vr 9 w aard o o r  
in (7) de orde van de d iscontinuïteit van V' (r) van  I op o

w ordt teru ggeb rach t door toevoeging van -  ^ V (p )e az  kan, 
indien door sprongsgew ijze aan van g

d 11 P j  (o) 

d x n

een discontinuïteit is van orde n, deze to t orde nul w orden  
teru ggeb rach t door toevoeging van
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zodat, ten behoeve van het integreren, aan  f ( r )  volgens ( 1 1 ) 
to ta a l m oet w orden toegevoegd :

H. de Lange Dzn

(12)

w aarm ede ( 10) o v erg aa t in

(13)

B e s ta a t  het electrische circuit uit een serieschakeling van m 
gelijke filters, elk gescheiden door een buis w aard o o r  geen teru g
w erking van het volgende op één der voora fgaan d e filters a a n 
w ezig is, dan krijgt men voor de u itgangsspanning van het m 
de filter een 7/z-voudige in tegraa l o f w at op hetzelfde neerkom t, 
men b e p a a lt  met (13) de u itgangsspanning van het le  filter en 
beschouw t deze uitkom st a ls  ingangsspanning voor het volgende, 
enz.

M e t de toevoeging van <p(r) is het sam engestelde k a ra k te r  
van de in tegratie  constanten  verdw enen en heeft men het 
volgende b ere ik t:
le  E lk e  in tegraal, b ep aald  volgens de regel van b ep aald  inte

greren, gee ft d irect de ju iste  u itkom st voor a  — — oo.
2e Is  voor t<C o  het sy steem  niet in rust, dan hebben K 1 

to t K n uitsluitend de physische betekenis gekregen op de 
betrokken  p la a ts  in het systeem  de resten  voor te stellen  
op het tijd stip  t — O van de gebeurten issen , die voor t <C o 
reeds hebben p la a ts  gevonden en die voor t >  o vervolgens 
verlopen volgens

n .
2 K p e *
I

3e Is  het systeem  voor O in rust, dan w orden ook K 1 to t K n =  o.

Is  b ijvoorbeeld  P(j) reeds w erkzaam  van o -> tx en w orden er 
op d it tijd stip  één o f m eer elementen van het systeem  p lotse-

<p (t) =  -

r ii — i

b
d n — +  i)

° > + l )
Pi (o) a  ea x
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ling op een andere w aard e  gebrach t dan lu idt de volledige op 
lossin g na tIf de tijd hierna t ' genoem d en x variërende tussen  
o en t '

t'
n

y  =  Z
r /  , f i / V i  + r )  + t ) }  eX fp  V  — z)

K t e ?  +
dx

q—n (14)
Jd  (rp

q =  i

K j  to t K n vertegenw oordigen, door toevoeging van xp(ti -F x), w eer 
u itsluitend de resten  van het u itschakelen  van P i  op het tijd 
stip  tlf w elke vervolgens onder de gew ijzigde om standigheden 
w orden gevarieerd , terw ijl de som der 2e term en het re su ltaa t  
is van  het w ederom  inschakelen van P i  met gew ijzigde Tp's.

II . Toepcuduig van de vergelijkingen I  (12 ) en (15 ) bij hel berekenen
van de schakeltijd van een mulli-vibrator.

Fig. 5a  gee ft het blokschem a van een m ulti-vibrator, b estaan d e  
uit een tw ee-trap s-w eerstan d sv erste rk er, w aarv an  in- en uitgang 
met e lk aa r  zijn verbonden a ls  V0 w ord t kortgesloten . F ig. 5 b

F ig . 5a.

is het schem a van de beide koppelfilters I en II . D it  b e s ta a t  
uit de w eerstan d  Pp a ls para lle lsch ak elin g  van de inw endige 
w eerstan d  P i  van de v o ora fgaan d e buis met de an od ew eerstan d  
P a met eraan  p ara lle l de an ode-kath ode-capaciteit Cak — C2,

o---

O---

F ig . 5b.

voorts de koppelcon den sator C5 in serie met de lek w eerstan d
P 3 p a ra lle l aan  de in gan gscap acite it Cgk — C4 van de volgende 
buis.

V ero n d erste ld  zij, d a t  v an a f het moment d a t  buis I stroom  
voert, door het optreden van roosterstroom  de roosterspan n in g van 
deze buis de w aard e  nul aanneem t. W e  veronderstellen  voorts, 
d a t  binnen de roosterstroom  Vr de k arak te r istie k  van beide 
buizen recht is met een gem iddelde steilheid . O v er  Pp van



286 H. de Lange Dzn

filter I kom t dan een spann ingsval van hoogstens — S  Vr Rp, w a a r 
door Cs over R 3 en CA w ord t opgeladen , zo d at over R 3 in de 
aan van g  een spanning o n tsta a t

V2^ - S  VrRp  — ^ — <  -  Vr

H ierd oor is buis I I  stroom loos, zod at het opladen  van C5 
van filter 1 gesch iedt a lso f  de r e s t  van  het circuit niet a a n 
w ezig is.
y ^ —f  (t) w ord t dus gevonden door op de ingang van het filter de 
stroom sprong — 5  Vr te p laa tsen .

D e d ifferentiaalvergelijk ing van het sy steem  geldende voor 
de periode d a t  | V2\^> Vr is dus gelijk aan  die van het filter 
en luidt

w aarin

^4^5 \

^4 +  ^5/
— Rp Cp rj =  S  Rp X

C4 +  C5

T* — (C4 +  C5) Vr =  Vr ( i  - e a t )
voor a  =  — oo

m

p _  ( C  +  C5) (C 4 +  C5) 
C2c< +  C2C5 -\- CACS

_  ^ 3  (^2 +  C5) 
7H R P (C A 4 C5)

M e t gebruikm aking van I (13) voor n — 2 lu idt de oplossing

7l =  — ^  {  i ±  V i -  4 ft* m }  (3)
7, 2 T z

^V e veronderstellen  nu, min o f m eer overeenkom ende met 
p ractische om standigheden, d a t

m ^  io en C5 =  CA =  2 C2 (4)

In d a t  geval w ord t

P =  L5 en I < b <  1,1 S
w aarm ede in het ongunstigste geval (in =  lö )  de noem er van (2)

-  T t (yz -  j>,) =  1 , 1  5 y I — 4 / 1 3 , 2  =  0,96
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dus 4%  van de eenheid verschilt. N aarm ate  echter ;/2> l O  is, 
n ad ert zow el de noem er a ls  b steed s m eer to t I, terw ijl boven
dien met steed s grotere benadering

b I

m ¥ z b

gesteld  kunnen w orden.
D e v o o rw aard e  vi ^  IO bren gt dus mede, d a t in abso lu te  zin

yI >  IO y2

zod at V2 volgens (2) in de aan van g  snel stijg t to t »  i] Vr en 

ey 1 / reed s lang is u itgew erkt a ls  V2 vervolgens onder invloed van

ty to t Vr is gedaald .
Bij het naderen  van F 2 to t Vr ge ld t dus met grote ben ade

ring onder v o orw aard e  (4) d at

V2 =  - V Vr ex* ( (6)

V2 =  f  (/) volgens (2) w ord t w eergegeven  door de lijn ab cd f  in 
fig. 6. Bij c zou op het tijd stip  t0 buis II  volgens c d f  opengaan,

w are  het niet d a t  ook op dit moment buis I nog stroom  voert. 
H ierd o o r w ord t de ro ostersp an n in gsv aria tie  volgens c d f , een
m aal het to ta le  circuit rondgaande, v erste rk t doorgegeven m et 
a ls  re su lta a t  d a t  de lijn ce w ord t beschreven.

T egelijk  m et het doorlopen van de roosterru im te van buis 
I I  volgens cey w o rd t de roosterru im te van buis I in tegenge-
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stelde richting doorlopen, hetgeen w o rd t w eergegeven door c e f 
voor de duidelijkheid boven de nullijn w eergegeven. O p  het 
tijd stip  t1 begint er bij e roosterstroom  in buis I I  te vloeien, 
w aard o o r de roosterspan n in g V2 verder nul blijft, terw ijl tevens 
op het tijd stip  tIf in de anode van buis II , de spanning V3 op 
Rp van filter I I  reeds is aan gegroeid  to t

V  (A) =  — Vr
V*

w eergegeven  door punt ë '. D e  u itgan gsspan nin g V4 =  V\ van 
filter I I  is van ë  to t ƒ '  in ab so lu te  zin gro ter  dan Vrt zo d at 
gedurende deze periode buis I stroom loos is, w aard o o r  de teru g
koppeling w ederom  is a fgeslo ten . H e t op laden  van de conden
sa to r  C2 p ara lle l aan  Rp van  filter II  to t rj1 Vr vindt vervolgens 
p la a ts  volgens

V3 =  { , ,  Vr -  V (tt)}  ( i  -  e * }
hetgeen practisch , met yx volgens (5)

( 8 >

sec. duurt.
D e periode a b c  is, afgez ien van tQt ly de halve trillingstijd  

van de m ultiv ibrator, w elke gevonden w ordt, uit de tijdsduur, 
w elke V2 volgens (6) nodig heeft om langs de gestippelde kromme 
h c d  f  in fig. 6 te dalen  to t — Vr . H ieru it volgt, met y2 volgens (5),

(9)

R e st  ons nog de tijd t0 tx, d a t  beide buizen open zijn, te berekenen.
D e roosterspan n in g van buis I is volgens fig. 5a tijdens deze fa se

V i — Vo +  (ld)
Nem en w e punt c in fig. 6 a ls  nulpunt van tijd  en am plitude 

dan w ijzigt de vergelijking van de spanning c d f y w elke w e ons 
thans aan  de ingangsklem m en a ls uitw endige spanning V0 gesch akeld  
denken, terw ijl voorts beide filters voor t — O in de to estan d  
van ru st kunnen w orden beschouw d, in

V0 = V r ( \ -  er J )

V o o r beide filters in serie geldt

b d  I \ 2 Tr
--7 H---------- 1--------] V a —
d f  T, dt m T ‘J  T l  d t ‘

(H )

j;2 d 2 Vx2

(12)
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V1 volgens (10) ingevuld levert a ls  k arak teristiek e  vergelijking 
van ( 12 )

2 r\ -  b Ir — ------r H------
r z m 1  !

2 b Ir +  1-----r H-------- 1 = o
T r m T\

(13)

terw ijl bij de 4e orde differentiaalvergelijk ing van het geheel 
a ls 2e lid fungeert, met cp (r) volgens I (12),

V : = f ( x )  +  y > ( T ) = - ^ i Vr{yler-
J -  I

y2 a  r)

a — — oo

M et I (13) voor n — 4 w ordt
V

r -  t

V,
V
T \

J {yleY*T- y er'V'T) d r

(r1 -  r2) ( rx -  r3) ( x -  r4)
4- enz,

H etgeen  na uitw erking w ord t

4̂ ; ey2t ! r » ~  r»  ̂ (14)
2  (r, -  r2) 2  (r2 -  r.) 2 (r3 -  r4) 2 (r4 -  r3)

onder gebruikm aking van het volgende ste l vergelijkingen vol
gende uit (13) en (3).

+  +  r  =  2 ( y x 4- y2) =
2 b

V -  b

=  j j + i / j -------- 1 —
2 T x I \  (ij -  by m j

T x

(rj — b) m Tj

— I 4
O 4 - 7)2 m

i] +  b

(?; 4- 7) 7/z 7\ 

7

2 77 | f b

77

b m T l

r* r 2 =  r 3 r 4 =  yx y2 =
T\

(rz -  r3) (rt -  r4) = - ^  rx
■*- I

2 >7
---  2̂
T x

(r2 -  r3) (r2 -  r4) =

<>3 -  A.) (r3 -  r2) =  -

(r4 - r ,) (r4 -  r 2) =

2 >7 
—-;
r ,

2 >7

"7;

n

(15)

4 ,  -  (ra ~ r*) = -y y -.

( 7a  -  ^ 3 )  ( r a  -  r A) = - y -  7 2

-L i
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K =  K ( i  -

w elke in de tijd tx to t Vr m oet zijn aan gegroeid , zod at tenslotte 
voor tx geldt

^2 +  e r z /i r i +  y 2 t \  y 2____r_ \ e  —  r 3 tt _  ^3___ ï ^ e — r Af 1 _ 0

r x -  r 2 r  — r  
r  3 7 4 V — 7'

'  3 7 4

w aarb ij thans voor alle w aard en  van

r 3 > r x >  y 2 >  r 2 > (17)

de abso lu te  grootte volgens (15) w ordt ingevuld.

D o o r deze grootteverhouding speelt voor de p ractisch  in 
beschouw ing kom ende w aard en  voor m en 1] de le  ^-macht 
met positieve exponent in (16) de groo tste  rol, bij de b e
paling van tx. In dezelfde tijd b lijft de 2e en 4e ^-macht 
p ractisch  gelijk aan  de eenheid terw ijl de 3e r-m acht met de 
grootste  doch negatieve exponent to t nul n adert, w aard o o r  deze 
term  in zijn geheel kan  w orden v erw aarlo o sd .

M e t deze overw eging w ord t na verdere uitw erking

(18)

w aarb ij d voor 1] =  3 en in — IO gelijk is aan  0,08 en voor 
hogere w aard en  van in en rj snel to t nul n adert.

N u  is volgens ( lb )  en (4)

c j  i + Q\ +
h  =  *k£±l =  \ c j___  =  4 ^

rjS Rf, rh S S
Z o d a t  voor snelle om schakeling die buis het gu n stigst w erk t 

w aarv an  deze verhouding zo klein m ogelijk is, een vo orw aard e  
w elke ook bij b reed b an d -v ersterk ers een rol speelt, hetgeen 
ook w el duidelijk is a ls  men bedenkt, d a t  gedurende t0 tx beide 
buizen open zijn en het geheel dus a ls  een breedban d-verster- 
k e r  w erkt.
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D e re st  van de vorm in (18) noemen we K  en heeft de vol
gende w aard en

Y i
m \ 3 4 6 10 20 50 100

10 5,30 5,37 5,60 5.87 6,61 7,15 7,80
100 9,02 8,60 8,42 8,50 8,80 9,47 10,16

B eide buizen voeren dus tegelijk  stroom  gedurende de tijd

t0 t ,=  K  ^ 1 -  sec
S

A an  de anode zijde w ord t volgens (8) deze schakeltijd  nog 
verm eerderd  met

A t — ^ ^— 2,5 rj sec 
S

D  aarb ij is veronderste ld , d a t  de versterk in g  per trap

V ^  3 ,

de verhouding

T
—  >  I O,
T x -

voorts

Cgk 2 C,ak

de gem iddelde steilheid van de Ia Vg k a rak te r istie k  over de 
roosterru im te gelijk aan  S,

het p lotseling optreden  van zodanige roosterstroom , d a t  tijdens 
max. anodestroom  de roosterspan n in g van de betrokken  buis 
gelijk is aan  nul.
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Radar-antenne-systernen over gelijkmatige bestraling
van een oppervlak

door J. R. Huynen

S  LI M  M  A  R Y

Som e R ad ar-an ten n a-sy stem s fo r un iform  illum ination ot a su r face  one 

d iscu sted .

1 . E en  radar-an ten n e-re flector heeft to t doel electro-m agne- 
tische energie in een b ep aald e  richting te bundelen. D e u itge
zonden energie bereik t het doel, w ord t te ru g g e k a a tst  en de 
teruggezonden energie w ord t door dezelfde antenne ontvangen, 
en om gezet in een lichtend beeld  op een opvangscherm .

D e tijd, w elke verloopt tu ssen  uitgezonden en ontvangen s ig 
naal, is een m aat voor de a fstan d  van antenne to t doel. D e  
stan d  van de antenne zelf b e p a a lt  de richting, w aarin  het doel 
zich bevindt. W e  krijgen zodoende in bolcoördinaten  een vo l
ledige p laa tsb ep a lin g  van het doel in de ruim te. H et opvan g
scherm is echter gebonden aan  tw ee dim ensies, d aard o o r moeten 
we bij één beeld  altijd  een onderstelling m aken over de 3e dimensie. 
Nem en we bijvoorbeeeld  de a fstan d  to t het doel a ls con stan t 
aan , dan  krijgen w e alle punten van een halve bol gepro jecteerd  
op het scherm ; d it is de situatie , a ls  w e op de grond de ruimte 
afzoeken n aar  een b ep aa ld  doel. Z ijn tw ee doelen van  gelijke 
grootte (bijv. tw ee vliegtuigen), doch op verschillende a fstan d , 
dan zal het d ichtstbijzijnde vliegtuig het helderste beeld op het 
opvangscherm  geven. E en  gro ter vliegtuig zal echter op grotere 
a fstan d  hetzelfde lichtpunt geven. D o o r op een an der scherm  
de a fstan d  te bepalen , w eten we, w aarm ee w e te m aken hebben.

2. Om  de halve bol a f  te tasten , moet de antenne bew egen. 
O p  tw ee manieren kan dit g e b eu re n : ó f met een spiraalvorm ige 
bew eging, ó f met een zig-zag bew eging. W il elk punt van de
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halve bol met een gelijke helderheid op het scherm  te zien zijn, 
dan moet per eenheid van ruim tehoek dezelfde hoeveelheid ener
gie w orden uitgezonden, of, w a t hetzelfde is, de lineaire snelheid 
van het a fta ste n  lan gs de bol m oet con stan t zijn. Bij de zig- 
zagbew eging kan hier niet aan  w orden voldaan . V o o r  de punten, 
w a a r  de bew eging terugzw iept, is imm ers de snelheid nul. O p  
het scherm zu llen de randen  helderder lijken dan het midden 
van de pro jectie  van de halve bol.

D e  sp iraa lb ew egin g  levert een betere oplossing. Bij het n a
deren van het zenith-punt van de halve bol, beschrijven we steed s 
kle inere cirkels.

D e  lineaire snelheid bij het doorlopen van de sp ira a l moet 
steed s een constante w aard e  hebben. D .w .z., a ls  de rotatie-snelheid

R , 1 i d c a l «  Jcrommc
ii

o

90
^  ©

F i g .  2.

E n e r g i e v e r d e l in g  a l s  fu n c t ie  v a n  de  e lev a t ie -h o ek .

w rad /sec  b e d ra a g t  (zie fig. 1 ), is de lineaire snelheid V  =  co . r  . 
V  is constant, zo d at

_ F _ __ V _ _  c

r  l  cos 0  cos 0

D e bijbehorende energie-krom m e, a ls  functie van  0  , zou, voor 
het gehele bereik  0  van 0 — 90° een constante zijn.
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W ij zien onm iddellijk, d a t deze ideale to estan d  niet bereik t 
kan  w orden, voor 0  =  90° w ord t co — oo . H e t w erkelijke verloop 
van de energie-krom me w o rd t gegeven in fig. 3. E r  m oet een 
com prom is w orden gezocht in verban d  met de maximum to e
la a tb a re  m echanische versnellingen. D e schrijver heelt een b e
rekeningsm ethode ontw ikkeld, w aarm ee voor elk sy steem  met 
een sp iraalbew egin g , w elke aan  de eis van  form ule 1 ) m oet vo l
doen, in verban d  met de maximum to e laa tb are  versnellingen de 
m eest gunstige energieverdeling w ord t bereik t. D eze berekening 
hier w eergeven  zou ons te ver voeren. W ij v o lstaan  met op te 
merken, d a t  een eenduidige oplossing m ogelijk blijkt, a ls  gegeven 
z ijn :

1 ) de „b u n d elb reed te" van de gebruikte parab o lisch e antenne,
2) de tijd w aarin  de sp ira a l eenm aal w ord t doorlopen,
3) de maximum to e laa tb are  versnelling van het antennesysteem .

F ig . 3.
W erk e lijk  verloop der energieverdeling.

3 . B ehalve het pro jecteren  van een bol in de ruim te, met de 
radar-antenne in het m iddelpunt, kunnen ook andere eisen ge
ste ld  w orden. B ijvoorbeeld , een vliegtuig met een rad ar-in sta l- 
latie  v liegt op zekere hoogte h boven het v lak  gedachte a a r d 
oppervlak . G e v raag d  w ord t de projectie van het aa rd o p p erv lak  
op het opvangscherm .

D e electrom agnetische energie, opgevangen door een doel, 
op de aa rd e  gelegen onder een hoek 0  (zie fig. 4) met het 
vliegtuig, zal a fh an gen  van de stra lin gsin ten site it van  de in die 
richting uitgezonden energie en van de a fstan d  R . O m  een 
gelijke lichtintensiteit op het scherm te krijgen voor het gehele 
aa rd o p p e rv lak  m oet de stralin gsen ergie , w elke de aard e  per 
opperv lak te  eenheid bereikt, overal dezelfde zijn. D e  per 
oppervlakte-eenheid  opgevangen hoeveelheid stralin gsen ergie  
is echter om gekeerd evenredig m et de a fstan d  to t de stralin gs-
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B estra lin g  van een v lakke aard e .

bron in het k w a d ra a t. V o o r  een constante illum inatie zal de 
stra lin gsin ten site it in een gegeven richting ( 0 ) dus evenredig 
met R 2 m oeten zijn. N oem en we deze energie P q  , dan  is dus

P q  — C R 2 — ---- -— =  a  cosec2 0  (a — con stan t) . (2)
sin2 0

D it  is de fundam entele eis w a a ra a n  dergelijke reflectoren 
moeten voldoen. D e  bijzondere energieverdeling w ord t v er
kregen door m iddel van sp ec iaa l berekende gekrom de reflectoren. 
U itg eg aan  w ord t van beschouw ingen uit de theorie van de

a. boven kan t gee ft stralin g in 

@max. richting.
b. benedenkant gee ft energ ie 

in O max. richting.

F ig .
G ekrom de reflectoren

5.
voor aard  bestralin g .

geom etrische optica ; voor grote reflectoren blijkt deze aannam e 
goed te voldoen. D e methode s ta a t  in zijn geheel en zeer duidelijk 
beschreven in : „M icro w av e  antenna theory  and design” , door 
S . S ilv er 1949 (R ad ia tio n  L a b o ra to ry  S e r ie s) blz. 4 9 7 —509.

Principieel zijn er tw ee  vorm en van deze antennes, en w el 
een, w aarb ij de bovenkant de energie in de grootste  hoek 0
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uitzendt en de andere, w aarb ij de benedenkant van de reflector 
d it doet, zie ook blz. 474 fig. 139 van het w erk  van Silver.

In p laa ts  van een gehele gekrom de reflector te m aken kan 
ook een p arabo lisch e reflector w orden gebruikt, w aaro p  een 
m etalen strip  w ord t aan gebrach t. D e  strip  dient dan om de 
gew enste energieverdeling te krijgen. Z ie ook de a fb eeld in g  bij 
S ilv er  (blz. 485 fig . 13.19b).

Sch rijver heeft verscheidene van deze gekrom de reflectoren 
ontw orpen. A ls voortzetting op bovenverm elde berekening, w elke 
opgezet is voor de gehele gekrom de reflector, blijkt het ook 
mogelijk alleen de vorm van de correctiestrip  te berekenen.

I
f  Voeding

F ig . 6.
P arab o lisch e  reflector met cosec2 O strip .

4. Een  uitbreiding van de voorgaande theorie w ordt verkregen  
door de kromming van de aard e  in de beschouw ingen op te 
nemen. D e theorie w ord t d aard o o r aanzienlijk gecom pliceerder. 
V o o ra l de betrekkelijk  eenvoudige numerieke berekeningen ter 
bepaling van de gekrom de reflectoren w orden thans onpractisch  
gecom pliceerd. Een benaderingsm ethode is door de schrijver 
ontw ikkeld. H e t blijkt, d a t  de correctie voor de gekrom de aard e  
p a s  van invloed w ordt voor zeer grote hoogten (h).

5. W e  hebben to t nu toe enkele der fundam entele eisen b e
sproken, w a a ra a n  d iverse rad ar-sy stem en  moeten voldoen. In 
het algem een krijgen we bij de constructie te m aken met inge
w ikkelde mechanische bew egingen, met zeer grote snelheden 
en versnellingen. A an  de andere kan t w orden hoge eisen gesteld  
aan  precisie en stab ilite it. H ieru it volgt, d a t  een belangrijk  
mechanisch probleem  zal zijn, het balanceren  van de bew egende 
reflector. E en  in teressan te  balanceringstheorie is hiervan het 
gevolg. W ij willen dit reserveren  voor een latere  publicatie.





Verslag van het examen radiotechnicus en monteur
gehouden in April, Mei, Juni en Juli 1950

Het schriftelijk examen radiotechnicus en radiomonteur werd gehouden op 
5 en 6 April 1950. Aangemeld hadden zich 151 candidaten voor technicus 
(w aarvan teruggetrokken 2) en 247 voor monteur (w aarvan teruggetrokken 7). 
W egens onvoldoend schriftelijk examen werden afgewezen 84 candidaten tech
nicus en 83 candidaten monteur. V oor het mondeling gedeelte werden opgeroe
pen 65 candidaten technicus en 157 candidaten monteur, welk mondeling examen 
werd gehouden op 5, 6, 14, 15, 19, 20 Juni en 3, 4, 10, 11 Juli.

A fgewezen werden 36 candidaten technicus en 65 candidaten monteur.
G eslaagd zijn in totaal 28 candidaten technicus en 82 candidaten monteur.
1 candidaat technicus en 10 candidaten monteur werden voor een herexamen 

in aanmerking gebracht. V an  de 5 candidaten herexamen monteur slaagden er 3.
Bij dit examen is bij het mondeling gedeelte een afzonderlijk onderzoek inge

steld naar de kennis van en het inzicht in de wis- en natuurkundige grondslagen 
der radiotechniek en is meer tijd besteed aan het onderzoek der practische v aar
digheid en bekwaamheid der candidaten in het uitvoeren van metingen. Deze 
uitvoeriger wijze van examineren blijft in het vervolg gehandhaafd.

'Bij vele candidaten w as de vaardigheid in het uitvoeren van gewone, in de 
practijk voorkomende metingen onvoldoende. Een aantal candidaten had zelfs 
bijna nooit een behoorlijke meting uitgevoerd. Bij de opleiding moet aan dit 
onderdeel in het algemeen veel meer aandacht worden geschonken. Zonder een 
zekere ervaring in dit opzicht is succes op het examen uitgesloten.

Octrooien

O penbaar gemaakt 15 Juli 1950.

O.A. 114837, kl. 21 a473a. Comp. Générale de T .S .F . Inrichting voor het meten 
van het electrisch veld en het overgebradhte vermogen in een golf
pijp met rechthoekige dwarsdoorsnede, waarbij gebruik wordt ge
maakt van de thermische uitzetting van een geleidende draad.

O.A. 111033, kl. 2 1 e lla . N .V . Philips. Electronenstraaloscillograaf voor het in 
poolcoördinaten weergeven van een meetsignaal.

O .A. 98172, kl. 95a3al. N .V . Philips. Zelfoscillerende impulsgenerator met een 
enkele teruggekoppelde, periodiek geblokkeerde ontladingsbuis, met 
stabilisatie van de impulsfrequentie.

O.A. 111192, kl. 95b2. N .V . Philips. Inrichting voor het beinvloeden van de 
eigenfrequentie van een trillingskring met behulp van een reactan- 
tie, waarbij een liniair verband tussen de stuurgrootheid en de 
eigen frequentie verkregen wordt.

O .A. 131592. kl. 95b2. Comp. Industrielle des Téléphones. Frequentiegemodu- 
leerde zender waarbij terugkoppeling van de oscillatorbuis ge
schiedt over twee wegen die faze-verschuivende netwerken bevatten.



O.A. 130832. fcL 97fl7b3. Bell Telephone. Radio-echo-impulsstelsel, waarbij door 
een veranderende draag golf ondersdieid kan worden gemaakt tussen 
kleine en grote terugkaatsende voorwerpen.

O penbaar gem aakt 15 A ugustus 1950.
O.A. 127505. kl. 21 a475a. Electrical & M usical Industries. Inridhting ter ver

mindering van weglekken van hoogfrequente energie door een ope- 
ning in een afscherm ing, welke om een bron van hoogfrequente 
energie is aangebracht en door welke opening een bedieningsas of 
een voedingsgeleider is gevoerd.

O .A. 129294, kl. 21c47al. W estinghouse Brake & Signal Comp. Inrichting welke 
een niet constante wisselspanning transformeert in een nagenoeg con
stante wisselspanning met behulp van twee transformatoren, w aar
van één transformator een verzadigde ijzerkern heeft w aarvan de 
verzadiging kan worden ingesteld.

O .A. 138633, kl. 95f3a. T he D ecca Record Comp. Radio-ontvanger met autom.
sterkteregeling, in het bijzonder voor het ontvangen van navigatie- 
signalen met ononderbroken golf, die gestoord worden door sterke 
stoorsignalen.

O .A . 113693. kl. 95i4a. N .V . Philips. Schakeling voor het mengen van ultra- 
hoogfrequente trillingen, waarbij een der te mengen trillingen ge- 
lijkfazig en de andere over een lechersysteem in balans aan de 
ingangselectroden van twee mengelementen wordt toegevoerd.

O .A. 127346, kl. 95h2b. W estern Electric Comp. Electrisch resonantiestelsel met 
een afstembare trilholte, w aarvan de uitslingertijd behoorlijk con
stant blijft over een betrekkelijk breed afstemgebied.

O .A. 130435. kl. 95a5f. N .V . Philips. Verbetering van een schakeling voor het 
stabiliseren van een oscillator volgens de octrooiaanvrage 105285.

He.

O penbaar gem aakt 15 April 1950.

Geen octrooiaanvragen openbaar gemaakt, die van belang zijn voor deze
rubriek.

O penbaar gem aakt 15 Mei 1950.

O .A . 112751, kl. 21 a49il. Patelhold. Generator voor ultrakorte golven met snel- 
heidsbesturing en fazefocussering en slechts één ringvormige tril
holte, waarbij een radiaal, geleidend schot is aangebracht, zodat de 
gewenste spanningen optreden op de plaatsen van  besturing en van 
energieafgifte.

O .A. 103581, ld. 95f8a. Hazeltine Corp. Inrichting voor ontvangen van gemo
duleerde draag golven met een regelspanning met extreme w aarde 
bij juiste afstemm ing, w aardoor het geruis tussen de te ontvangen 
kanalen onderdrukt kan worden.

O .A . 124047, kl. 97 fl7g5 . J. F. N ovy. Radio-echo4nrichting, waarbij identificatie 
van  één uit een groep voorwerpen mogelijk is.



O penbaar gem aakt 15 Juni 1950.

O .A. 101647. kl. 21a49j. Radio Röhrenfabrik G.m.b.H., Hamburg. Inrichting 
voor gelijkrichten van trillingen met ultrahoge frequenties met 
behulp van een verzadigde diode van bijzondere vorm.

O.A. 104677. kl. 2 1 e lla . N .V . Philips. Electronenstraalosdllograaf voor het 
gelijktijdig op een zelfde tijdschaal waarneembaar maken van twee 
of meer meetspanningen, waarbij de amplituden van de gelijktijdig 
opgetekende krommen in grootte verschillen.

O.A. 125515. kl. 95b2. N .V . Philips. Inrichting voor het opwekken van in faze 
of in frequentie gemoduleerde trillingen met behulp van een con- 
densatormicrofoon met een aantal in een netwerk opgenomen 
cellen.

O.A. 90895. kl. 95d2bla. M arconi’s W ireless Telegr. Comp. Inrichting voor het 
uitzenden van een gemoduleerde draag golf m.b.v. een eindver- 
sterker met hoog rendement.

O .A . 119396. kl. 95g3. Patelhold. Transform atorsysteem  voor hoogfrepuente 
stromen, bestaande uit een aantal door opwikkeling verkorte twee- 
draads leidingen.

O .A. 136891. kl. 95n2a3. Bell Telephone. Antenne met bredeJband-karakteristiek.

O .A. 129712. kl. 95n3c. Bell Telephone. Verbetering aan een antenne voor 'hori
zontaal gepolariseerde golven van hoge frequentie.

O .A. 130228. kl. 96b2b5. N .V . Philips. Schakeling voor het opwekken van een 
aantal naast elkaar liggende draag golven.

He-
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