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S a m e n v a tt in g

D i t  a r t ik e l  b e v a t  een  b e sc h o u w in g  v a n  de a c h te rg ro n d  v an  h e t  cor- 
re la t ieb eg r ip ,  zoa ls  d a t  de  l a a ts te  j a r e n  z o ’n be langr i jke  ro l  is g a a n  spelen 
in de  com m unica t ie theo rie .  T ev e n s  w o r d t  een beschri jv ing  gegeven  v a n  een 
eenvoudige  e lectron ische  ana loge  a p p a r a tu u r ,  die in s t a a t  is c o r re la t ie 
func ties  te bep a len .  D e  re su l ta ten  v an  enkele  ex p er im en ten  m e t  deze  
c o r re la to r  w o rd e n  b esp ro k en .

1. C o r r e la t ie

1.0. In leid ing.

T u ssen  de tw e e  g ro o th ed en  x  en y  b e s ta a t  co rre la tie  a ls 
deze g ro o th ed en  een zek ere  sam enhang  v e r to n e n ; a ls  zij op een 
of a n d e re  m an ier v an  e lk a a r  a fh a n k e lijk  zijn. H e t  is duidelijk  
d a t  x  en y  vo lled ig  g e c o rre lee rd  zijn a ls  e r  tu sse n  x  en y  een 
fu n c tio n ee l v e rb a n d  b e s ta a t :  y  =  J{x).

H e t  is e c h te r  ook m ogelijk d a t  tu ssen  x  en y  s lech ts  een 
s ta tis t is c h  v e rb a n d  aan w ez ig  is. H ie rv a n  zijn vele voo rb ee ld en  
te  geven, m en denke bijv. a a n  de o v ereen k o m st in de reg en v a l 
v an  d ag  to t  d ag  op tw e e  p la a tse n  die n ie t te  v e r  van  e lk a a r  
v e rw ijd e rd  zijn. In  deze gevallen  w o rd t  de w a a rd e  v an  x  en 
v an  y  d o o r een  k an sv e rd e lin g  b e p a a ld  en is dus tam elijk  on
zeker. Is  e c h te r  v an  een v an  beide g ro o th ed en  de w a a rd e  
b ekend , d an  k a n  m et veel g ro te re  zek e rh e id  ie ts  o m tre n t de 
a n d e re  w o rd en  gezegd.

E en  dergelijk  s ta tis t is c h  v e rb a n d  k a n  in  s te rk e  of in zw ak k e  
m ate  aan w ez ig  zijn. H e t  doel v an  deze p a r a g r a a f  is a a n  te  
geven  hoe m .b.v. de w aarsch ijn lijk h e id srek en in g  v o o r deze z.g. 
c o rre la tie  een  k w a n tita tie v e  m a a t w o rd t  afgeleid .
) P h y s is ch  L a b o r a to r iu m  R V O - T N O .
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1.1. Continue waarschijnlijkheidsdichtheidsverdelingen.

G egeven  zijn tw e e  s to ch as tisch e  v a riab e len  x  e n d i e  s teed s 
gecom bineerd  u itkom en. V o o r  elke com binatie  ( x ,y )  is een  k an s  
g e g ev en :

( 1 .1 1 ) p { x ,y ) .

p  (x , y ) is een  zg. continue w aarsch ijn lijk h e id sd ich th e id sv erd e lin g . 
D a t  b e te k e n t d a t  de k an s  op h e t  o p tre d e n  v an  een w a a rd e  
v an  ;r tu ssen  x , en x , +  d x  en v an  een w a a rd e  v an  y  tu ssen  
y , en y z + dy  gegeven w o rd t  d o o r p  ( x I, y I) d x  dy. A lle  v e rd e lin 
gen die in h e t  v e rloop  van  d it a r t ik e l t e r  sp ra k e  kom en, zow el 
die vo o r één a ls  v o o r m eerd ere  v a ria b e le n , zijn v an  d itze lfde  
t3rp e : continue w aarsch ijn lijk h e id sd ich th e id sv erd e lin g . D a a ro m  
w o rd t  v o o r ta a n  g esp ro k en  v an  w aarsch ijn lijk h e id s- o f k a n s v e r 
deling  (w .h .verd .) of k o r tw e g  v an  verdeling .

U it  (1.11) k u nnen  d o o r in te g ra tie  de v e rde lingen  w o rd e n  ge
vonden  v o o r x  en y  a fz o n d e rlijk :

(1.12) A  (x )  = ƒP (x , y ) dy

(1.13) p 3 (y )  = j p  ( x ,y )  d x

p z (x )  g eeft de k an s  op x ,  o n g each t de b ijb eh o ren d e  w a a rd e  
van  y .  I e ts  o vereenkom stig s g e ld t vo o r p 2 (y ).

1.2. Gemiddelde w aarde.

A ls f  ( x , y ) een  func tie  is v an  r e n y , is de gem iddelde w a a rd e  
f ( x , y )  (gew ogen gem iddelde, m ath em atisch e  v e rw ach tin g ) gelijk 
a a n :

( 1 .2 1 ) J ( x , y )  = f f  f  ( x , y ) p  ( x ,y )  d x  dy  

Z o  i s :

(1.22) x  =  f f  x p  ( x ,y )  d x  dy  = j  x p z (x ) d x

(1.23) .r2 =  f f  x 2 p  ( x ,y )  d x  dy  =  ƒ x* p z (x ) d x

O p  overeenkom stige  wijze w o rd en  y  en y 2 gevonden . Z o n d e r  
sch ad e  toe  te  b ren g en  a a n  de algem eenheid  v an  de navo lgende 
beschouw ingen  k an  w o rd e n  g e s te ld :

x  = y  = o  en x 2 = y* = o2(1.24)



Een electronische analoge correlator 207

V a n  g ro o t b e lan g  is v e rd e r  de gem iddelde w a a rd e  van  h e t 
p ro d u c t x y :

(1.25) x y  = j j  x  y  p  { x ,y )  d x  dy

V o o r  x y  k a n  op eenvoudige w ijze w o rd e n  b ew ezen :

(1.26) — o2 <  x y  <  o2

(H ie rb ij w o rd t  u itg eg aan  v an  h e t fe it d a t  (u x  — v y ) 2 >  o  v oo r 
elke ii en v. S u b s titu tie  v an  u =  x y  en v  =  o2 le v e r t  d a n : 
(xy)2 <  o* ).
In d ien  g este ld  w o rd t

(1.27) x y  =  g o2 g e ld t dus

(1.28) -  i <  q <  +  i

1.3. H et algemene begrip correlatie.

V o o r  p ( x , y )  k a n  w o rd e n  g esch rev en :

(1*31) p  ( x ,y )  =  A  (x). p x (y )  = p ,( y ) .  py (x)

H ierm ee  zijn tw e e  n ieuw e verd e lin g en  p x (y )  en p y (x )  inge
voerd , die goed m oeten  w o rd en  ondersch e id en  v an  de v e rd e lin 
gen A  Ü') en A  (x )-
p x (jv) =  de cond itionele  w .h .v e rd . v oo r y  =  de k an s  op een 

zekere  w a a rd e  van  y  a ls  gegeven is d a t  x  een  b e p a a ld e  
w a a rd e  b e z it (1.32)

py (x )  h e e f t een  analoge  b e tek en is  v o o r x  (1.33)
M e t  deze cond itionele  v erd e lin g en  k an  to t  u itd ru k k in g  w o rd e n  

g e b ra c h t hoe bij een zekere  w a a rd e  v an  x  een  v o o rk e u r b e 
s ta a t  v o o r een a a n ta l  w a a rd e n  v an  y ,  en om gekeerd .

A ls i l lu s tra tie  is in  lig. 1.31 h e t x y -v la k  en de v erd e lin g  /  ( x .y )  
g e tekend . D e  w a a rd e  v an  p ( x , y )  is re c h t ev en red ig  m et de 
z w a rtin g  v an  de figuur. V o o r ts  zijn aan g eg ev en  de verd e lin g en  
A  (x ) en A  (y)> te rw ijl de v erd e lin g  p x (y )  g e tek en d  is vo o r tw e e  
w a a rd e n  v an  x ,  nl. x , en x 2.

H e t  is du idelijk  d a t  in h e t  g eval v an  fig. 1.31 de v e rd e lin g  
p x  (y )  s te rk  a fh a n k e lijk  is v an  x . O m g ek ee rd  is op dezelfde 
w ijze py (x )  a fh a n k e lijk  v an  y .

E en  dergelijke  onderlinge  a fh a n k e lijk h e id  tu ssen  x  en y  is 
nu h e t  ty p isch e  k en m erk  van  c o rre la tie . E r  b e s ta a t  tu ssen  x
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en  y  een  s ta tis t is c h  v e rb a n d . In  h e t a lgem een k a n  d a n  ook 
w o rd e n  g e s te ld :

a . E r  is c o rre la tie  tu sse n  x  en y  a ls

(1.34) flx (y )  7̂  Pi ( j ')  v o o r enige w a a rd e  v an  x
y-

b. E r  is geen c o rre la tie  tu ssen  x  en y  a ls

(1.35) p x (y )  = pz (y )  v o o r a lle  w a a rd e n  v an  x
P y ( x ) = P r ( x )  „ „ „ „ y .

In  geval b . zijn dus de cond. w .h .v e rd . v o o r x  en  y  gelijk 
a a n  de n ie t-cond . v erd e lin g en  en k a n  v o o r (1.31) w o rd e n  ge
sch rev en  :

(1.36) p  ( x ,y )  = p ( x )  .p  (y )

1.4. Lineaire correlatie.

T h an s  w o rd t  n ag eg aan  in  h o ev e rre  h e t  s ta tis t is c h  v e rb a n d  
tu sse n  ^  en  ƒ  lin e a ir  is. In  p a r . 1.3 is aan g eg ev en  hoe, a f 
h an k e lijk  v an  de v e rd e lin g  p x (y ) , e r  bij een  b e p a a ld e  w a a rd e  
v an  x  een  a a n ta l  w a a rd e n  v an  y  k a n  o p tred en . H e t  gem iddelde 
v an  deze w a a rd e n  w o rd t  y x genoem d (zie lig. 1.31). E venzo  be-
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s ta a t  e r  een  gem iddelde w a a rd e  xy , b eh o ren d e  bij een  zek ere  
y .  In d ien  in  g ro te  tre k k e n  h e t  v e rb a n d  tu ssen  y x en de b ijb e
h o ren d e  x  en tu ssen  xy en  de b ijb eh o ren d e  y ,  lin ea ir  is, w o rd t  
e r  g esp ro k en  v an  een  lin e a ir  s ta tis t is c h  v e rb a n d  tu ssen  x  en y .  
In  h e t  geval v an  Hg. 1.31 t r e e d t  zo’n lin e a ir  v e rb a n d  duidelijk  
op de v o o rg ro n d .

A fh a n k e lijk  v an  h e t k a r a k te r  v an  de v e rd e lin g  p ( x , y )  za l 
een derge lijk  v e rb a n d  in  g ro te  of in geringe m ate  aanw ezig  
zijn. E r  d ie n t dus v o o r deze lin ea ire  c o rre la tie  een  k w a n t i ta 
tieve  m a a t te  w o rd en  gevonden , D i t  g esch ied t a ls  v o lg t:

S te l d a t  h e t gezochte lin ea ire  v e rb a n d  tu ssse n  y  en x  w o rd t  
gegeven d o o r de rech te  y  =  a x .  W e lk e  w a a rd e  v an  a v o ld o e t 
d a n  h e t b e s te ?  H e t  a n tw o o rd  op deze v ra a g  w o rd t  gegeven 
m et h e t  p rinc ipe  v an  de k le in s te  k w a d ra tis c h e  so m :

D e  a fs ta n d  d  v an  een  w illek eu rig  p u n t (x , y ) to t  de re c h te  
y  = a x  is gelijk a a n

y  — a x
( M l )  d  = --------- ---

y 1 +  a2

D e gem iddelde w a a rd e  d 2 is dus gelijk aa n  :

(1.42) d* = j j  ( y  ~  a x )'  p (x , y )  d x  dy  
i +  a

D e op tim ale  w a a rd e  v an  a is die w a a rd e , w a a rv o o r  d 2 m ini
m aal is. D eze  w a a rd e  w o rd t gevonden  u it

(1 .43) ( y  — a x ' f
I +  a 2

<5 —  <5
7 7  < 0  =  7 7 ,

D eze  vergelijk ing  h e e f t a ls  op lo ssin g :

(1.44) a =  +  I

p  (x , y )  d x  dy  = o

D e ex tre m a  van  dP w o rd en  gevonden  d o o r su b s titu tie  v an
(1.44) in (1.42). D it  le v e r t  o p :

(1.45) dP =  o2 ( i  +  q)

H ie rin  is (zie p a r . 1 .2)

In d ien  g P> o  g eeft a = +  I h e t  minimum v an  d* en a =  — I 

h e t m axim um . H e t  gezochte s ta tis tisc h e  v e rb a n d  tu ssen  x  en  y  
w o rd t  d an  b e p a a ld  d o o r de lijn y  = x .  D e  w a a rd e  v an  d 2 g ee ft 
de sp re id in g  van de verd e lin g  p  ( x ,y )  om deze lijn en is dus 
b ep a len d  v o o r w a t  men de s lan k h e id  v an  de v erd e lin g  zou
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kun n en  noem en. H e t  lig t nu v o o r de h a n d  om deze spreid ing  
a ls  m aa tg ev en d  te  beschouw en  v o o r de lin ea ire  c o rre la tie . Im 
m ers, is de sp re id in g  d 2 g ro o t, d an  b e s ta a t  e r  bij een  gegeven 
x  nog g ro te  o nzekerheid  o m tre n t de b ijb eh o ren d e  w a a rd e  van  
y .  D  eze o nzekerheid  n eem t a f  m et d * . A angezien  o2 een  con
s ta n te  is, w o rd t  d 2 u its lu ite n d  b e p a a ld  d o o r g.

V o o r  d*  =  O h ee ft de gehele v erd e lin g  zich sam en g e tro k k en  
boven  de lijn y  = x \  e r  b e s ta a t  d a n  een eendu id ig  lin e a ir  v e r 
b a n d  tu ssen  y  en  x  en de lin ea ire  c o rre la tie  is m ax im aal. D it  
g eval t r e e d t  op a ls  g =  I (zie form . 1.45). P rec ie s  dezelfde b e 
schouw ingen  gelden  indien  g < 1 0, m et d ien  v e rs ta n d e  d a t  nu de 
m inim ale w a a rd e  v an  d ‘ w o rd t  gegeven d o o r de lijn  y  =  — x  
en de m axim ale w a a rd e  d o o r y  — x . V o o r  g =  — I is de c o r
re la t ie  w e e r m axim aal. V o o r  g = O is d 2 =  o2. D e  sp re id in g  om 
de lijn y  =  x  is nu p rec ies  even g ro o t a ls  die om de l i jn j) '=  — x . 
D e  c o rre la tie  is nu m in im a a l; e r  b e s ta a t  tu ssen  x  en y  n ie t 
h e t  gerin g ste  lin ea ire  v e rb a n d .

H e t  g ed rag  van  p  ( x .y )  v o o r v ersch illen d e  w a a rd e n  v an  g is 
aan g eg ev en  in  fig. 1.42.

/>./
a* a  O e.O. v. y'm  X

volle d ip t  correlatie

o < p <

g e d e e lte lv te
c o rre /a h e

J . o  
d* a d* 

peen c o rre /a tie

.  /<pe . o

O < êP< d* C O V Vm-
peatee/fe/vée

correlatie

Fig .  1.42.
D e  v e rde l ing  p  x.y') bij ve rsch i l lende  w a a r d e

d *  -  o e o.\r y'm - x  

y -o l/ed lfe  c o r r e / a l i e

van  Q.

O p  g ro n d  van  b o v e n s ta a n d e  beschouw ingen  w o rd t  g a a n g e 
nom en a ls  m a a t v o o r de lin ea ire  c o rre la tie . D eze  zg. coëfficiënt 
v an  c o rre la tie  w o rd t  volgens (1.27) gevonden  u it

zo d a t, aangezien  a2 c o n s ta n t is, h e t gem iddelde p ro d u c t x y  de 
b ep a len d e  fa c to r  is v o o r de lin ea ire  c o rre la tie  tu sse n  x  en y .

(1.46)
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In  h e t v e rvo lg  za l zo n d er m eer w o rd en  g esp ro k en  v an  co r
re la tie . H ie rm ed e  w o rd t  d an  a ltijd  de in deze p a ra g ra a f  b e 
schouw de lin ea ire  c o rre la tie  bedoeld .

2. T o e p a s s in g  o p  s ig n a le n

2.1. Inleiding.

D e in p a r . 1.4 gevonden  fo rm ule (1.46) vo o r de c o rre la tie  
tu sse n  tw ee  v a ria b e le n  x  en y  w o rd t  nu to e g e p a s t op g ro o t
heden  ;tr (() en y  (f), die fluctueren  a ls  functie  v an  de tijd . D eze 
g ro o th ed en , in h e t v e rvo lg  aan g ed u id  m et de te rm  „sig n a len ' , 
zijn in  h e t a lgem een v an  h e t  in fo rm atie -d rag en d e  ty p e . In  de 
E ngelse  en A m erik aan se  l i te ra tu u r  w o rd e n  deze signalen  d ik 
w ijls „ ra n d o m " signalen  genoem d. H u n  g ed rag  a ls  functie  van  
de tijd  w o rd t  slech ts  b e p a a ld  d o o r een a a n ta l  w .h .verdelingen . 
H e t  k a n  n ie t, zoals bij period ieke  of ap e rio d iek e  signalen , vo l
led ig  w o rd en  v astg e leg d  m et een w iskund ige  form ule.

O m  op dergelijke  signalen  de co rre la tiem e th o d e  te  kunnen  
to e p a sse n  is h e t nodig d a t  zij vo ldoen a a n  een tw e e ta l  v o o r
w a a rd e n , die in de p a ra g ra fe n  2.2 en 2.8 w o rd en  geste ld .

2.2. Voorwaarde i .

D e signalen  x  (t) en y  (f) m oeten  s ta tio n a ire  signalen  zijn. E en  
s ig n aa l is s ta t io n a ir  w a n n e e r  de w .h .verdelingen , w a a rd o o r  d a t  
s ignaal b e s tu u rd  w o rd t, o n a fh an k e lijk  zijn v an  de tijd.

D e  a b so lu te  w a a rd e  van  de tijd  is dus n ie t van  belang .
D a a re n te g e n  sp e e lt h e t beg rip  tijd sd u u r w e l een  g ro te  ro l. D e
b e lan g rijk s te  verde lingen , die m et x  ( t) en y  (t ) sam enhangen , 
w o rd en  in de p a ra g ra fe n  2.3 t/m  2.7 gegeven.

2.3. Gecombineerde verdelingen.

ƒ , ( x x, x 2, x) =  de k an s  d a t  x  (t) op een w illek eu rig  ogenblik  de 
w a a rd e  j , a a n n eem t en r sec la te r  de w a a rd e  
x 2 =  de k an s  op de com binatie  ( x T, x 2, x) (2.31) 

Pi Oh, r) =  de k an s  op de com binatie  ( y ^ y ^ x )  (2.32)
p 3 ( x ,y ,r )  = de k a n s  op h e t a a n tre ffen  v an  een w a a rd e  x  v an

x  (f) en x sec la te r  een w a a rd e  y  v an  y  (t) =  de 
k a n s  op de com binatie  ( x ,y ,x )  (2.33)

2.4. Enkelvoudige verdelingen.

D o o r  in te g ra tie  volgen u it (2.31). (2.32) en (2.33) de tw ee  
v erd e lin g en  vo o r x  en y :
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A  (?) =  J p i (* „  r) d x 2 = j p 3 t) (2.41)

A ( A  =  j  A  ( /» A »  ï ) 4 j'2 =  J p 3 ( x ,y ,  x) d x  (2.42)

H ie r in  is p x(x )  =  de k an s  d a t  op een  w illek eu rig  tijd s tip  x ( t )  
de w a a rd e  x  aanneem t.

A  ( j )  h e e lt  w e e r  een o v ereenkom stige  b e tek en is  
v o o r y  (t).

2.5. U it  (2.31) en (2.32) v o lg t d ire c t d a t, vo o r r =  0 :

A  ( x s, Xz, o) =  O indien  x x yh x 2
=  A ( ^ i )  ind ien  (2.51)

A  ( jtj .A -  o) =  O ind ien  ^
=  A  0 0  indien  =Jt2 (2.52)

2.6. Conditionele verdelingen.

E v en als  in  p a r . 1.3 w o rd e n  th a n s  enige cond itionele  v e rd e 
lingen ingevoerd . Z o  g e ld t v o o r p x ( x x, x „ x ) \

Pi ( x lt x 2} t)  — p x (x x) . pxi (x 2, t)  (2.61)

Pxi (x*, x) =  cond itionele  w .h .v e rd . v o o r x  (f) = de k a n s  d a t, a ls  
gegeven is d a t  op een w illek eu rig  ogenblik  x  (t ) de 
w a a rd e  b eza t, d a tze lfd e  signaal t  sec la te r  de 
w a a rd e  x 2 aanneem t. (2.62)

A ls Ar, Oa. T) a fh a n k e lijk  is van  x ,, dus v e rsch illen d  van  
Pi (x )t w o rd t  de k an s op een b e p a a ld e  s ig n a a lw a a rd e  b eïnv loed  
d o o r de w a a rd e , die d a t  s ig n aa l x sec te v o re n  h e e f t gehad . E r  
b e s ta a t  d an  c o rre la tie  tu sse n  de w a a rd e n , die x  (t) m et onderlinge  
a fs ta n d  t  a an n eem t. Is  e r  om een of a n d e re  re d e n  geen c o r
re la tie  (bijv. bij z ee r  g ro te  t), d an  g e ld t:

Pi (x ii x i> x) =  Pi (x i) 'P i (x z) (2.63)

D e  cond itionele  w .h .v erd . p xx ( x 2, x) is d a n  o v erg eg aan  in de 
verd e lin g  A  (-r )-

O p  dezelfde w ijze w o rd en  py , ( j '2, x) en p x ( y ,x ) gevonden .

p x  (y , x) = cond itionele  v erd e lin g  voor y  (t ) =  de k a n s  d a t, a ls 
gegeven is d a t  x  (t) op een w illek eu rig  tijd s tip  de 
w a a rd e  x  b eza t, h e t s ig n aa l y  (t) x sec. la te r  de 
w a a rd e  y  aan n eem t. (2.64)
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D e verd e lin g  (2.62) is b ep a le n d  vo o r de onderlinge  a fh a n k e 
lijkheid  van  de w a a rd e n  v an  één s ignaa l, nl. x  (f). D e  v erd e lin g  
(2 .6-1) g ee ft de a fh a n k e lijk h e id  van  de w a a rd e n  van  y  (l) v an  
die v an  x  (f) en b e p a a lt  zo de c o rre la tie  ta s se n  de tw e e  s ig n a
len  .r (/) en y  (f).

\2.7. In  overeenstem m ing  m et p a r . 2.5 g e ld t bij z = O:

p x I {x2, o) =  o v o o r -jq yL x 2 
-  I „ Xx = x 2 (2.71)

Py\ (J9, o) = o  v o o r jq  y ^ y 2
= i ff y i  ~  y  1 (2.72)

2.8. Voorwaarde 2 .

D e k a n s  op h e t o p tre d e n  van  een b e p a a ld e  s ig n a a lw a a rd e  
m ag n ie t a fh a n k e lijk  zijn v an  de w a a rd e n , die de signalen  
lange tijd  tev o ren  h eb b en  bezeten .

V o o r x  (t) b e te k e n t d it  d u s:

lim  p  ( x If x„  z) =  p t ( x x) . p , (.tq) (2.81)
T-*00

m .a.w ., v oo r toenem ende z m oet de cond. w .h .v e rd . p x ( x 2, z) 
o v e rg aan  in de n iet-cond . w .h .v erd . p x (x ).

O v ereen k o m stig e  b e trek k in g en  gelden  voor h e t s ig n aa l y  {f) 
en voor h e t  v e rb a n d  tu sse n  x  (f) en y  (t ).

A ls a a n  deze v o o rw a a rd e n  v o ld aan  is b ez itten  de signalen  
de eigenschap  d a t  zij op den d u u r a lle  w a a rd e n  d o o rlopen  p re 
cies in overeenstem m ing  m et hun  w .h .v erd e lin g en . D e  fre q u e n 
tie s  w aa rm e d e  in de loop v an  de tijd  de com binaties ( x lt x 2, z), 
(yi>y^>r) en  (x >y>x) w o rd en  aan g e tro ffen , zijn p rec ies  gelijk a a n  
de k a n se n  op deze com binaties, dus a a n  re sp . ( x lt x 2, z), 
P i(y i< y ix) en Pi (x ’ y> x)- O o k  de fre q u e n tie s  v an  voorkom en 
v an  de w a a rd e n  x  en y  kom en o v ereen  m et p x (x ) en p 2 (y ) . 
D eze  e igenschap  h e e t de ,,e rgod ische  e igenschap” .

2.9. De gem iddelde w aarde van f  (x , y ) .

V olgens (1.20) g e ld t vo o r de gem iddelde w a a rd e  van  een 
functie  f { x , y ) :

f  ( x ,y )  =  J ! f ( x ,  y ) p  ( x ,y )  d x  d y  (2-91)

O m d a t e c h te r  x  (t) en y  (f) a ls  func tie  van  de tijd  zich p re -
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cies vo lgens hun w .h .v e rd e lin g en  g ed rag en , k a n  f ( x , y )  ook als 
een  tijdgem iddelde  w o rd en  b e re k e n d :

f ( x , y ) =  lint
T-*oo 2 T

f \ x  (t ) ,y  (t)] d t (2.92)

D e  functie  ƒ  ( x ,y )  w o rd t  h ie r  dus gem iddeld  o v er een in te r 
v a l v an  leng te  2 T. D o o r  d i t  in te rv a l o n b eg ren sd  te  la te n  to e 
nem en w o rd t  een  m iddeling  o v er de gehele tijd a s  v e rk reg en . 
D e  form ules (2.91) en (2.92) geven sam en de be lan g rijk e  eigen
schap  :

T

f  (x > y ) =  ƒƒ ƒ  (*, y )  P (x , y )  d x  d y  =  lim  — — /  ƒ  [x (t), y  (/)] d t
2 T  J

-T
(2.93)

2.10. Gemiddelde waarden.

A ls to ep assin g  v an  (2.93) kunnen  nu enkele  gem iddelde w a a r 
den  w o rd en  b e rek en d .

j

=  /  x  />i (x ) d x  =  lim  —1— / x  (t ) d tT-+C,o 2 T  J (2 .101)

O p  overeenkom stige  w ijze w o rd t  y  gevonden. 
x  en  y  s te llen  vo o r de gelijkspann ingscom ponen ten  v an  de 

signalen  x  (t) en y  (t). E v e n a ls  in p a r . 1 w o rd t  g e s te ld  x  = y  = o.

b. x* = j  x'2 (x ) d x  = lim
T-+oo 2 T

x 2 (t) d t (2.103)

O p  an a lo g e  w ijze w o rd t  w e e r  y 2 b e p a a ld .
A ls x  (f) en y  (t ) een  s troom  of sp ann ing  v o o rs te llen , geven 

x 3 en y 2 h e t  gem iddelde verm ogen, d a t  d o o r de signalen  w o rd t 
afgegeven  a a n  een w e e rs ta n d  v an  I Q. D a a ro m  h e te n  x 2 en y 2 
k o r tw e g  ,,h e t verm ogen” v an  de s igna len  x  (t) en  y  (i). V o o r  
x 2 en y 2 g e ld t w e e r  x 2 = y 2 = o2

c. cpxx (r) =  x ix * =11 x i x *Pi (x i, x i, 0  d x xdx^

=  lim  ——  / x  ( t ) . x  (t + t)
T-ïoc 2 T

d t (2.104)
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<pyy (y) _ —IIy,y*P* (yi>y^ *) dŷ dy,
+ T

= lint ——  / y  ( t ) y  (l +  r) d t
T-+00 2 T

(2.105)

-T

V olgens p a r . 1.4 g eeft rpxx ( t)  de c o rre la tie  tu ssen  de w a a rd e n , 
die h e t s ig n aa l x  (t) aan n eem t op tw e e  tijd s tip p en , die r sec 
u iteen  liggen. D eze c o rre la tie  is n a tu u rlijk  a fh a n k e lijk  v an  x. 
D e  functie  cpxx (z) h e e f t s lech ts  b e tre k k in g  op één signaal, nl. 
x  (t) en h e e t d aa ro m  de autocorrelatiefunctie v an  x  (t).

E venzo  is cpyy (r) de a u to c o rre la tie fu n c tie  v an  y  (t).

cpxy (r) =  x y  =  ƒƒ x y  / 3 ( x ,y ,  z) d x  =  lint — — / x ( t)  y  (t  +  r)
T-> oo 2 1 J

d t

(2.106)

D e  w a a rd e  van  <pxy (z) s te l t  v o o r de c o rre la tie  tu ssen  de 
signalen  x  (t) en y  (t) op tw e e  tijd s tip p en , die r sec u iteen  lig
gen. O m d a t h ie r een  v e rb a n d  gelegd  w o rd t  tu ssen  tw e e  v e r 
sch illende signalen  h ee t <pxy (r) de kruiscorrelatiefunctie  v an  .r (t) 
en y  (f).

3. D e  a u to c o r r e la t ie fu n c t ie .

3.1. D e a u to c o rre la tie fu n c tie  v an  h e t  s ig n aa l x  (t) is gelijk a a n :

<pxx (z) =  ƒƒ X1x 2/>1 (x \, x 2, z) d x 2d x 2 =  l i m ------ / x  (t) x  (t  +  z) d t
T-+oo 2 T  J

-T

D  eze functie  b ez it een  a a n ta l  be lan g rijk e  eigenschappen , die 
in de vo lgende p a ra g ra fe n  w o rd en  opgesom d.

3 .2 . <px x (z) is b ep a len d  v oor de onderlinge  lin ea ire  a fh a n k e 
lijkheid  v an  de s ig n a a lw a a rd e n  v an  x (t) .

<px x (T) w o rd t  u its lu ite n d  b e p a a ld  d o o r de w .h .v erd e lin g  
p x ( x x, x 2, r) en is dus in v a r ia n t vo o r de gehele groep  v an  s ig n a
len, die d o o r deze zelfde v e rde ling  b e s tu u rd  w o rd en .

E r  kunnen  e c h te r  nog a n d e re  g roepen  van  signalen  b e s ta a n , 
b e s tu u rd  d o o r a n d e re  w .h .verde lingen , die dezelfde cpxx (r) b ez itten . 
H e t  is d an  ook onm ogelijk om u it  cpx x (z) de v erd e lin g  ( x z, x„  z) 
te ru g  te  v inden . D eze  verdeling  b e v a t m eer gegevens o m tre n t 
h e t  s ig n aa l d a n  de a u to c o rre la tie fu n c tie . E en  ged ee lte  h ie rv an
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g a a t  v e rlo ren  bij de o v erg an g  v an  ( x z, .r2, t) n a a r  y xx (t). D e  
o o rzaak  h ie rv an  is d a t  cpxx (i)  slech ts een  gem iddelde w a a rd e  is.

3.3. <pxx ( t)  =  cpxx ( - t)  (3.31)

cpxx (r) is een  even functie  v an  r. D i t  v o lg t d ire c t u it  de v o o r
w a a rd e  d a t  x  (t) een  s ta t io n a ir  s ig n aa l is.

3.4. M e t fo rm ule (2.51) b lijk t d a t  v o o r r  =  0 :

cpxx (o) =  f j x zx ^ p 1 ( x x, x „  o) dx^dx*  =  ƒ  x ‘p z (x ) d x
+ T

— l im —ï— / .ar2 (t) d t = x* = o2 (3.41)
T-y  oo 2 T  J

-  T

V o o r  cpxx (O) g e ld t : 95̂  (o) =ï  | (/>,« (t) | (3.42)

D eze  eigenschap , die dezelfde is a ls  in form . (1.26), is ook 
fysisch  d ire c t in te  zien. Im m ers, <pxx (t) s te l t  v o o r de c o rre la tie  
tu ssen  de s ig n a a lw a a rd e n  bij een  o nderlinge  a fs ta n d  t. In d ien  
r =  O zijn deze s ig n a a lw a a rd en  s te e d s  a a n  e lk a a r  gelijk en m oet 
de c o rre la tie  dus w el m ax im aal zijn.

3.5. (pxx (r) -* O v o o r r -> o o  (3.51)

D a t  bij toenem ende r de a u to c o rre la tie  m oet afnem en v o lg t 
u it de v o o rw a a rd e  2, die zeg t d a t  de w .h .v e rd . vo o r n ie t 
m eer a fh a n k e lijk  m ag zijn v an  de w a a rd e  x z, die lange tijd  
te v o re n  is o p g e tre d e n  (2.81).

cpxx ( r )  =  j j  x 1x ^ p 1 ( x lt x„  z) d x^dx*— >J x ,p t ( x , )  d x , .
T->-OC

ƒ x ip i (x*) dx* — 0.0 =  o

3.6. D e  a u to c o rre la tie fu n c tie  en h e t  v e rm o g ensd ich the ids- 
spec tru m  v an  x  (t) vorm en sam en  een F o u r ie r - tra n s fo rm a tie p a a r .

H e t  v erm o g en sd ich th e id ssp ec tru m  v an  x  (i) zij <Px x ( f ) -  D i t  
b e te k e n t d a t  h e t gem iddelde verm ogen, d a t  v e rv a t  is in een 
b an d je  t e r  b re e d te  v an  d f  H e r tz  gelijk is a a n  <PXX ( ƒ )  d f.  
& X x ( f )  is een  even, reë le , n ie t-n eg a tiev e  func tie  v an  f .  N u  
g e ld t d u s :

OO

<I>xx ( f )  = j  cpxx (t) e - ^ d r  (3.61)
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OO

cp*x ( t )  =  j  A ,  ( ƒ )  e ^ f r- d f  (3.61)

—OO

D a t  e r  een  v e rb a n d  m oet b e s ta a n  tu ssen  de a u to c o rre la tie -  
func tie  en de freq u en tie -in h o u d  v an  een sig n aa l is re e d s  te  b e 
grijpen u it een  eenvoudige b eschouw ing :

Bij g ro te  b a n d b re e d te  b ez it h e t  s ig n aa l de m ogelijkheid  om in 
k o r te  tijd  een geheel n ieuw e w a a rd e  a a n  te  nem en. D e  sn e l
heid  w aa rm ee  in (2.81) de v e rde ling  p x ( x It x„  z) o v e rg a a t in 
A  (-r i) • A  (%<>) is g roo t. D e tijd sd u u r w a a ro v e r  zich de o n d e r
linge beïnv loed ing  v an  de s ig n a a lw a a rd en  u i ts t r e k t  is k o r t  en 
de c o rre la tie  za l a ls  functie  v an  z snel to t  nu l n ad e ren . O m 
g ek ee rd  za l bij geringe b a n d b re e d te  de c o rre la tie fu n c tie  slech ts  
langzaam  afnem en  m et r.

F o rm ule  (3.61) zeg t d a t  kenn is v an  de a u to co rre la tie fu n c tie  
en v an  h e t v e rm ogensd ich the idsspectrum  v an  een sig n aa l vo l
kom en eq u iv a len t zijn. A ls een v an  de tw e e  b ek en d  is k an  de 
a n d e re  d a a ru i t  a ltijd  w o rd e n  gevonden. D e  gehele g roep  v an  
signalen , die a lle  d o o r dezelfde v e rd e lin g  ( x t, x ,, r) w o rd en  
b e s tu u rd  h e e f t dus n ie t a lleen  dezelfde a u to c o rre la tie fu n c tie , 
m a a r  bez it ook hetze lfde  spectrum .

3.7. S a m e n v a tte n d  g e ld t dus :

(z) =  ƒƒ V , A  (X 1> x *’ x) d x td x 2 (3.71)

T

=  lim  —1—  / x  (t) x  (t  +  r) d t  
T-+00 2 T  1

- T

(3.72)

+ o o

=  1 <P*X ( ƒ )  e ' W d f (3.73)
J
-O O

A ls de w .h .v e rd . v o o r x  (i) b ek en d  is w o rd t  cpxx (z) b e re k e n d  
m .b.v. (3.71). Is  h e t  sp ec tru m  gegeven, d an  k a n  (3.73) w o rd en  
to e g e p a s t. D eze  beide m ethoden  lenen  zich v o o ra l v o o r b e re k e 
ningen. In d ien  h e t s ig n aa l x  (() zelve b ek en d  is, k a n  cpxx (r) m et 
(3.72) gevonden  w o rd en . D eze m ethode is zee r g esch ik t vo o r 
experim en te le  bepaling  v an  cpxx (r). H e t  s ig n aa l k a n  d a n  bijv. 
d o o r een a u to m a tisch  r e k e n a p p a ra a t  w aarg en o m en  en  d a a rn a  
v e rw e rk t  w o rd en .
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4.1. In  de p a ra g ra fe n  4.2 t/m  4.4 w o rd e n  enkele  veel v o o r
kom ende a u to c o rre la tie fu n c tie s  b esp ro k en , te rw ijl in p a r . 4.5 een 
belan g rijk e  to ep ass in g  w o rd t  aangegeven  v an  de c o rre la tie 
m ethode.

4. Voorbeelden van autocorrelatie.

4.2. Autocorrelatie va?i een sinusvorm ig signaal.

G egeven  is h e t  s ig n aa l x  (t) =  a„ cos (ncot + cp„ ). D a n  is de 
a u to c o rre la tie fu n c tie  gelijk a a n :

+ T

< P xx ( z )  =  I t f H  ----------
T - r o o  2  T

x  (t) x  ( t  + i)  d t  =

- T  
+ T

=  h m  ------  /  a 2 cos [ncot +  cp„ ] cos [?im (t +  t) +  cp„ ] d t  —
r->-oo 2 T  j

- T

(4.21)=  — an cos nem 
2

H e t b lijk t dus d a t  de a u to c o rre la tie  v an  een  sinusvorm ig 
sig n aa l een  cosinus-functie  o p le v e rt, w a a r in  de o o rsp ronke lijke  
am p litu d e  en freq u en tie  b e w a a rd  b lijven, doch  w a a ru i t  de fase  
v e rd w en en  is.

4.3. Autocorrelatie van een periodiek signaal.

G egeven  is h e t pe rio d iek e  s ig n aa l x  (t) =  an cos (ncot + cp„).
n ~ i

D a n  is, zoals op eenvoudige w ijze b lijk t,

<Pxx (r) =  lint ------  / x  (t)  x  ( t + x) d t  =  \  — d*„
T-+oo 2 7  Z_i 2

COS 7100T (4.31)

O o k  h ie r w o rd e n  de fre q u e n tie s  en am p lituden  van  de o o r
sp ronke lijke  h a rm on ischen  b e w a a rd , te rw ijl de fa se n  v e rw a a r 
loosd  w o rd en .

H e t  is v an  b e lan g  op te  m erken  d a t  bij p e rio d iek e  signalen  
de a u to c o rre la tie  zelf ook p e rio d iek  is en dus n o o it u its te r f t .  
D e  o o rzaak  h ie rv an  is d a t  deze signalen  d o o r  een eindig a a n 
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t a l  gegevens (zoals am p litu d e  en freq u en tie )  volkom en b e p a a ld  
zijn en n ie t b eh o ren  to t  de k la sse  v an  „ ra n d o m ” signalen , 
w a a rv a n  in p a r . 2.1 is u itg eg aan .

F o rm ule  (4.31) g eeft de m ogelijkheid om v an  een gegeven (of 
ex p erim en teel b e p a a ld e ) pe rio d iek e  a u to c o rre la tie fu n c tie  een 
reek so n tw ik k e lin g  te  m aken  en  d a a ru i t  de am p litu d en  en f r e 
quen ties van  de F o u rie r-co m p o n en ten  v an  h e t b ijbehorende  
s ig n aa l te  v inden.

4.4. Autocorrelatie van in bandbreedte beperkte ruis.

G egeven  is een  ru iss ig n aa l n (t), w a a rv a n  h e t  verm ogensd ich t- 
h e id ssp ec tru m  <?„„(ƒ) gelijk is a a n  a'1 b innen  een b a n d  te r  
b re e d te  van  2 f b en  gelijk is a a n  nul b u iten  die b a n d  (zie fig. 4.41).

u v '
mm -

1 ° - 4 — —  f

Fig .  4 .41.

-4. + /„
D a n  g e ld t volgens (3.73) :

OO

cp,m ( r )  =  j  ( f )  e+ ^ 'f*  d f  -  J  a2 e*ni f t d f

- f ~ f B

fa fB

_ . ,T , /■ sin  I n f s  Ta 2 e  ̂ ’f  d f  =  o2 ----------1------cos 2n f at
2 n fB t

(4.41)

fe - 4oOO Hz
- loco J/K

F ig .  4 .42.



220 C. van Schooneveld

H ie rin  is o2 = 4 f a d 2 — h e t to ta le  verm ogen v an  h e t s ignaa l. 
cp„„ (1) b e s ta a t  a  h .w . u it een  d ra a g g o lf  m et freq u en tie  f a en

m et a ls  om hullende de te rm  ---- ——— —  (z| e fig . *1.42). O m d a t
2n f b t

cpnti (t) een  even  functie  is v an  x k a n  h e t ged ee lte  van  de figuur 
v o o r neg a tiev e  r d o o r sp iegeling  w o rd en  gevonden.

V o o r  t  =  O is de a u to c o rre la tie  m ax im aal (<p„„ (o) =  a2 ). V e r 
d e r  b lijk t hoe v o o r toenem ende x de a u to c o rre la tie  afneem t.

Bij g ro te  b a n d b re e d te  za l de fa c to r  ---------—-—  sn e lle r afnem en
2TX f b  T

m et x d an  bij k le ine  b a n d b re e d te  en za l cpn„ (r) dus ook  sn e lle r 
u its te rv e n . D it  is in overeenstem m ing  m et p a r . 3.6.

4.5. Opsporing vau  periodieke signalen in ruis.

E en  v an  de b e lan g rijk s te  to ep ass in g en  v an  a u to c o rre la tie  b e 
ru s t  op de m ogelijkheid  om de aan w ez ig h eid  a a n  te  to n en  van  
een p e rio d iek  signaa l, d a t  „ v e rd ro n k e n ” is in  ru is  v an  veel 
g ro te r  verm ogen. Z e lfs  is h e t m ogelijk om de fre q u e n tie  en 
am p litu d e  te  bep a len  v an  de F o u rie r-co m p o n en ten  van  d a t  
signaal. D eze  m ogelijkheid w o rd t  gegeven d o o r de eigenschap  
d a t  bij lan g d u rig e  in te g ra tie  de b ijd rag en  v an  de ru is  tegen  
e lk a a r  w egvallen , te rw ijl die v an  h e t p e rio d iek e  s ig n aa l e lk a a r  
v e rs te rk e n . In  h e t vo lgend  v o o rb ee ld  is a ls  p e rio d iek  signaal 
een sinus gekozen.

G egeven  is a ls  p e rio d iek  s ig n aa l x  (t) — a cos cot. H ie rv o o r  is

cpxx (x) = — a? cos cox (zie 4.21) en h e t verm ogen van  x  (t) is gelijk aa n  
2

(pxx (o) =  — ö 2 . H e t  ru iss ig n a a l zij n (t) m et a ls  a u to c o rre la tie  
2

9■>„„ (x) en  a ls  verm ogen rp„n (o) =  o2 .
In  h e t  a d d itiev e  m engsel y  (t) =  x ( t)  +  n (f) d ie n t nu x  (t) te  

w o rd e n  o p gespoord . D a a r to e  w o rd t  de a u to c o rre la tie fu n c tie  
cpyy (r) b e p a a ld :

Cpyy (t) =  lim
T-+00 2 Z

y  ( t)y  (t  + x) d t  = lim
2 T

[x (t) +  n (/)] .

[x (t +  x) +  n (t +  t)] d t —

=  lim ~ —  / x  (t) x  (t  +  x) d t  +  l i m -------- / n  (t ) , n ( t  + x) d ti T  J 2 T  J
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2 T
- T

. x  (t +  x) d t  =

2 T
n ( t ) .

=  (r) +  cp„„ (x) + <px„ (r) +  xp„x (r) =

=  (r) +  (p„n (r) (4-51)

9 5 (r) en 99̂  (r) s te llen  vo o r de tw e e  k ru isc o rre la tie fu n c tie s  
v an  ru is  en sinus (zie ‘2.107), d .w .z. zij geven de m ate  v an  line
a ire  c o rre la tie  tu ssen  de ru is  en h e t s ignaal. A angezien  h ie r 
geen c o rre la tie  b e s ta a t  zijn beide te rm en  gelijk a a n  nul.

D e  a u to c o rre la tie  v an  de som v an  tw e e  o n g eco rre lee rd e  s ig n a
len  is dus gelijk a a n  de som van  de a fzonderlijke  a u to c o rre la 
ties.

Bij k leine s ig n aa l/ru isv e rh o u d in g en  is <p„„ (r) vo o r kleine w a a r 
den  v an  r veel g ro te r  d an  cpxx (x), m a a r  bij toenem ende x zal 
xpnn (r) a ltijd  to t  nul n ad e ren , te rw ijl 9oxx (x) b lijf t b e s ta a n . In 
dien  dus bij g ro te  x de functie  cpyy (r) een  cosinusvorm ig  v e r
loop aan n eem t, m oet e r  in h e t m engsel y  (() een sinusvorm ig 
s ig n aa l x  (t) aan w ez ig  zijn g ew eest. F re q u e n tie  en am plitude  
v an  j ( )̂ kunnen  d an  d ire c t w o rd en  b e p a a ld  (p a r . 4.2). Z ie  fig. 4.51.

O p  deze w ijze kunnen  v o o r p e rio d iek e  signalen  aanzien lijke 
v e rb e te rin g en  van  de s ig n aa l/ru is-v e rh o u d in g  w o rd en  v e rk reg en . 
H e t  is n ie t noodzakelijk  d a t  d a a r to e , zoals in lorna. (4.51), over 
een  oneindig lan g  tijd s in te rv a l w o rd t  g e ïn teg ree rd . H e t  is mo
gelijk d it  in te rv a l te  b ep erk en . W k l  n eem t in d a t  gev a l de v e r 
b e te rin g , die b e re ik t w o rd t, a f  m et afnem ende leng te  v an  h e t 
in te g ra tie - in te rv a l.
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5.1. D e  k ru isc o rre la tie fu n c tie  van de signalen  x  (f) en y  (t) is 
gelijk a a n :

+r

cpxy (t) =  ƒƒ x y  p  (x , y , z) d x  dy = l i m --------  / x  ( t ) y  (t +  r) d t  (5.11)
T-+oc 2 T  J

-T

D e w a a rd e  v an  deze functie  bij een  b e p a a ld e  z g ee ft de m ate  
v an  lin ea ire  a fh a n k e lijk h e id  tu ssen  de tw ee  signalen  bij een 
tijd sv e rsch il z.

In  teg en ste llin g  to t  de a u to c o rre la tie fu n c tie  is de k ru isc o r
re la tie fu n c tie  in h e t  a lgem een  geen even functie  van  z.

E venm in  is h e t  noodzakelijk  d a t  h e t m axim um  v an  cpxy (z) bij 
t  =  0 lig t. W e l  g e ld t w e e r, a ls  conseq u en tie  v an  p a r . 2.8, d a t  
de c o rre la tie  to t  nu l n a d e r t  a ls  z o n b eg ren sd  toeneem t.

D e  F o u rie r- tra n s fo rm a tie  v an  <pxy (z) w o rd t  <&xy ( f )  genoem d.

5. D e kruiscorrelatiefunctie.

co
/»

* * A f ) = /  <P*y (T) ^ n j / T d z

-co

oo

<Pxy ( r  )  = j  & r y ( f ) e * * " T d f

—OO

(5.12)

O m d a t cpXy (z) geen even functie  is v an  r za l <Pxy ( / )  geen 
reë le  functie  v an  f  zijn. T en  gevolge h ie rv an  is e c h te r  <̂>x y { f ) ,  
en dus ook cpxy {z), in s t a a t  om gegevens te  b e w a re n  b e tre ffen d e  
fa sev ersch illen  v an  beide signalen . D it  in  teg en ste llin g  to t  de 
a u to c o rre la tie fu n c tie . N a a r  analog ie  v an  h e t  a u to c o rre la tie g e v a l 
w o rd t  <Pxy (f ) h e t  k ru isv e rm o g en sd ich th e id ssp ec tru m  genoem d. 
A an  ’ ( f )  k a n  zo n d e r m eer n ie t d ire c t een  fysische  b e tek en is  
w o rd e n  to eg ek en d . D eze  w o rd t  e e rs t  du idelijk  a ls  h e t specia le  
gev a l b ek en d  is w a a ro p  x  (t) en y  (f) b e tre k k in g  h ebben .

5.2. D e  k ru isc o rre la tie fu n c tie  v in d t in h e t  a lgem een  to e p a ss in g  
w a a r  verm oed  w o rd t  o f b ek en d  is d a t  tw e e  signalen  een  o n d e r
linge a fh a n k e lijk h e id  b ez itten . E e n  v o o rb ee ld  is h e t v o lgende;

G egeven  is een  lin e a ir  n e tw e rk  m et een  im pu lsresp o n sie  h (t) 
en een  o v e rd ra c h ts fu n c tie  H  ( f ) .  Z o a ls  b e k e n d  zijn H  ( f )  en 
h (i) e ik a a rs  F o u r ie r- tra n s fo rm a tie s .
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A ls in p u ts ig n a a l x  (t) v an  d it n e tw e rk  w o rd t  genom en een 
d en k b ee ld ig  ru iss ig n aa l, d a t  een re c h t en o n b eg ren sd  verm ogens- 
d ich th e id ssp ec tru m  bezit.

D u s  : <&xx (ƒ )  =  a 2 .
A fgezien  v an  een  c o n stan te  g e ld t d an  v o o r de a u to c o rre la tie -  

functie  v an  x  (i) :

<pxx (t) = ö (x) (5.22)

H ie r in  is <5 (t) de im pulsfunctie  v an  D ira c . F orm ule  (5.22) 
v o lg t d ire c t u it een  F o u r ie r- tra n s fo rm a tie  v an  &xx (f ).

H e t  o u tp u ts ig n a a l v an  h e t n e tw e rk  zij y  (t). H e t  spec trum  
&y y ( f )  v an  y  (t) is d a n  gelijk  a a n :

$ „ { f )  = \ H { f ) \ '  (5.23)

M e t  behu lp  v an  een F o u r ie r - tra n s fo rm a tie  w o rd t  h ie ru it de 
a u to c o rre la tie fu n c tie  (pyy (t) b e p a a ld .

0 ry( f )  en <pyy(y) geven u its lu ite n d  in lich tingen  o m tre n t de 
v e rm o g en so v e rd rach t v an  h e t n e tw e rk , en zeggen n ie ts  o v er 
de fa s e k a ra k te r is tie k . Zij zijn dus slech ts  gedee lte lijk  b ep a len d  
v o o r H  (ƒ )  en h (f).

V a n  g ro o t be lan g  is nu] de k ru isc o rre la tie  tu ssen  ing an g s
s ig n aa l en u itg an g ss ig n aa l. H ie rv o o r  k a n  w o rd e n  aan g e to o n d  
d a t

<P*y (r) =  h  M

V o o r  h e t k ru isv e rm o g en ssp ec tru m  g e ld t d u s :

<PXy ( f ) = H ( f )

(5.24)

(5.25)

(Dxy (ƒ ) en cpxy (x) b lijken  dus w e l vo lkom en b ep a len d  te  zijn 
v o o r h e t n e tw e rk . D o o r  m iddel v an  m eting  v an  de k ru isc o r
re la tie fu n c tie  k a n  dus de im pu lsresponsie  c.q. o v e rd rach ts fu n c tie , 
en d aa rm ee  a lle  e igenschappen  v an  h e t  n e tw e rk , w o rd e n  b e 
p aa ld .

O o k  w a n n e e r  de „ ran d o m  in p u t” v an  h e t sy steem  geen ru is  
is m et een  o n b e p e rk t re c h t  spec trum , k a n  de o v e rd rach tsfu n c tie , 
zij h e t  m et ie ts  in g ew ik k e ld e r form ules, op deze w ijze w o rd en  
gevonden.

D eze  m ethode  is v o o ra l v an  b e lan g  v o o r h e t  o n d erzo ek  v an  
die system en , w a a r  men h e t  in g an g ss ig n aa l n ie t in de h an d
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h e e ft en dus n ie t op de norm ale  w ijze dem pings- en fasem etin - 
gen k a n  v e rrich ten . D ik w ijls  is op dergelijke  system en als in p u t 
reek s  een „ ra n d o m ” sig n aa l aan w ezig , bijv. a tm o sfe risch e  s to 
ringen , B ro w n ’se bew eging , schom m elingen v an  de om gevings
te m p e ra tu u r , enz. V a n  deze signalen  k a n  d an  g eb ru ik  w o rd en  
g em aak t om m .b.v. k ru isc o rre la tie  de o v e rd ra c h t van  h e t s y s 
teem  te  b ep a len .

6. D e  e le c tro n is c h e  a n a lo g e  c o r r e la to r .

6.1 . D e  p a r . 6 en  7 b e v a tte n  de beschrijv ing  v an  een  analoge  
e lec tron ische  rekenm ach ine , die in s t a a t  is zow el a u to c o rre la tie -  
a ls  k ru isc o rre la tie fu n c tie s  te  b e rek en en . D e  te  c o rre le ren  sig n a
len  x  (t) en y  (f) w o rd e n  a a n  h e t a p p a r a a t  to eg ev o e rd  in  de 
vorm  v an  e lec trisch e  sp a n n in g sv a ria tie s . D e  c o rre la tie fu n c tie s  
w o rd e n  b e re k e n d  a ls  tijdgem iddelde , dus volgens de fo rm u le :

T

cpxy (z) = x  (t) . y  (t +  x) =  l im --------  /  x  (t) y  (t  +  t) d t  (6.1 1 )
T-*oo 2  T  J

- T

In d ien  een a u to c o rre la tie fu n c tie  w o rd t  b e re k e n d  is in (6.11)

y ( f )  = x  (t)

6.2. D e  d rie  b ew erk in g en , nodig  vo o r h e t b e re k e n e n  v an  cpxy (x) 
bij één  b e p a a ld e  w a a rd e  v an  x z i jn :

1. V e r tra g e n  v an  x  (t + x) t.o .v . y  (t +  x), z o d a t h e t s ignaal 
x  (t) o n ts ta a t .

2. V erm en igvu ld igen  v an  x  (t) en y  (t +  r), z o d a t h e t  s ig n aa l 
x  (t) . y  (t + x) o n ts ta a t .

3. In te g ra tie  v an  h e t s ig n aa l x ( t ) . y ( t  + x).

V o o ra l de b ew erk in g en  1 en  2 lev e ren  bij b re d e  freq u en tie - 
b a n d e n  g ro te  m oeilijkheden  op.

6.3. In de te  b esch rijv en  c o r re la to r  zijn deze m oeilijkheden op 
de vo lgende wijze verm ed en  (zie fig. 6.31).

O p  reg e lm atig e  t ijd s tip p e n  t z , . . .  t/m  tt? w orden! am plitu d e-
b em o n ste rin g en  a z , . . . . t/m  a N g e m a a k t v a n  h e t  s ig n aa l x  (i). 
V a n  h e t s ig n aa l y  (t) w o rd e n  eveneens am p litu d eb em o n ste rin g en  
g e m a a k t: blt  è2 . . . . t/m  b x , doch  nu  op de tijd s tip p e n  (tx +  r),
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(4 +  t ) ---- t/m , (tN + x).
V erv o lg en s  w o rd e n  de 
bij e lk a a r  b eh o ren d e  
bem o n ste rin g en  a T en
bI,a 1 en b2__ t /m a ^ e n
b x  m et e lk a a r  verm e
n igvuldigd, z o d a t de 
re e k s  van  p ro d u c ten
a Ibx, a j ) ^ ---- t / m f l A
o n ts ta a t .  D ezep ro d u c- 
te n  w o rd en  gesom 
m eerd  en de som d ien t

N

nog d o o r N  te  w o rd en  gedeeld . Z o  o n ts ta a t  de vorm  an bn .

V o o r alle  geva llen  d a t  m et de c o r re la to r  een co rre la tie fu n c tie  
w o rd t  b e re k e n d  is N even g ro o t, nl. 10.000. D e  deling d o o r N  k an  
dus a c h te rw e g e  blijven, tem ee r d a a r  ons n ie t de a b so lu te  w a a rd e  
v an  <pxy (t) in te re s se e r t , doch  slech ts  h e t v e rlo o p  a ls  functie  v an  
x. E r  w o rd t  dus v o ls ta a n  m et een b e rek en in g  van  de vorm

IO
4

1
d n bn .

D e  m iddeling  w o rd t  h ie r  v e rk reg en  d o o r som m atie  v an  een 
eindig a a n ta l  d isc re te  p ro d u c te n  en n ie t d o o r con tinue in te g ra tie . 
T eneinde  de h ie ru it v o o rtv lo e ien d e  fo u t gering  te  houden  d ie n t 
d i t  a a n ta l  p ro d u c te n  g ro o t (i.c. io .ooo) te  zijn, en  zich o v er een 
red e lijk  lan g  tijd s in te rv a l u it te  s tre k k e n .

D e  v e rtra g in g s tijd  x is n ie t continu  in s te lb a a r , doch in s ta p 
pen. D i t  h e e f t a ls  v o o rd ee l d a t  de w a a rd e  v an  x z ee r goed 
c o n s ta n t k a n  w o rd en  gehouden . H e t  gevolg is e c h te r  tev en s 
d a t  de w a a rd e  v an  cpxy (r) s lech ts  op een b e p e rk t a a n ta l  p u n 
te n  van  de r-as k a n  w o rd e n  b e p a a ld . V o o r tu ssen liggende 
w a a rd e n  v an  r m oet 9ixy (r) d o o r in te rp o la tie  w o rd en  gevonden. 
T e r  besch ikk ing  s ta a n  39 s ta p p e n  v an  21,5 /lx sec, te  beginnen  
bij x — O. D e  m axim ale v e r tra g in g s tijd  b e d ra a g t  dus 39X 21,5 = 
=  840 fji sec.

D e  onderlinge  a fs ta n d  tu ssen  tw e e  bem o n ste rin g en  v an  h e t 
s ig n aa l x  (t) o f y  (f) b e d ra a g t  1075,11 sec. D e  b e rek en in g  van 
één p u n t v an  de co rre la tie c u rv e , die de som m ering v an  10.000 
p ro d u c te n  om vat, neem t dus 10.000 X  1075 / * s e c ^  11  sec in  b e 
slag.
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6.4. T en  opzichte v an  p a r . 6.2 b ie d t de in p a r . 6.3 aangegeven
w erk w ijze  d iv e rse  v o o rd e len :
1. H e t  v e r tra g e n  van  h e t s ig n aa l .r (t +  t) is v erv a llen . In  

p la a ts  h ie rv a n  is h e t b em o n ste ren  v an  h e t s ig n aa l y  (t) ge
tre d e n , op een  tijd stip , d a t  t sec la te r  v a l t  d an  h e t tijd stip , 
w a a ro p  x  (t) w o rd t  b em o n ste rd .

2. H e t  verm enigvuld igen  v an  tw e e  con tinue signalen  is even 
eens v e rv a llen  en is v erv an g en  d o o r h e t  te lk en s  verm en ig 
vu ld igen  v an  tw e e  bij e lk a a r  b eh o ren d e  bem onsteringen .

3. B ovend ien  is nu de m ogelijkheid  o n ts ta a n  om bij h e t m eren 
dee l v an  de b ew erk in g en  g eb ru ik  te  m aken  v an  b e s ta a n d e  
p rincipes u it  de im pulstechn iek .

7. D e  v e rs c h il le n d e  o n d e rd e le n .

7.1. In  de figuren  7.11 en 7.12 zijn h e t  b lok sch em a en h e t
pu lsschem a v an  de c o r re la to r  afgebee ld .

Fig. 7 .11 .

7.2. De pulsgeyierator.

D e p u lsg e n e ra to r  g ee ft elke 1075 / / s e c  op  p u n t 3 een  yl-puls 
af, d ie n a  x sec w o rd t  gevolgd d o o r een i?-puls op p u n t 4.

G ed u ren d e  de b e rek en in g  v an  één p u n t van  de co rre la tiec u rv e  
is t co n s tan t. T ene inde  cpxy (z) te  k u nnen  v inden  v oor m eer 
w a a rd e n  v an  x is de a fs ta n d  tu ssen  A- en 5 -p u ls , dus r, re g e l
b a a r  in 39 s ta p p e n  v an  21,5 /j, sec. D e  w a a rd e  v an  r w o rd t  b e 
p a a ld  d o o r een s tu u rsp an n in g , die w o rd t  in g es te ld  m .b.v. de 
s ta p sc h a k e la a r .

T eneinde  r o v e r h e t genoem de geb ied  m et g ro te  p rec isie  re -
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Fig. 7.12.

g e lb a a r  te  m aken, is g eb ru ik  g em aak t van  een tam elijk  gecom 
p liceerde  schakeling , die b e s ta a t  u it enkele  m u ltiv ib ra to rs , deel- 
tra p p e n , p o o rtsch ak e lin g en  en  een fa n ta s tro n v e rtra g in g sc irc u it. 
In  p rinc ipe  w o rd en  de A -  en  2?-puls d o o r p o o rte n  g ese lec teerd  
u it  een  serie  v an  pu lsen  m et onderlinge  a fs ta n d  v an  21,5 /usec. 
(zie fig. 7.21).

/?- poort 3-jioorf

Fig. 7.21.

D e p la a ts  v an  de 7?-poort is 
t.o .v . die van  de ^4-poort v e r
sch u ifb aa r. Z o d o en d e  is de a f 
s ta n d  tu ssen  A -  en i?-puls in 
s ta p p e n  re g e lb a a r.

7.3. De bemonsteringsapparaten A  en B .

D e b e m o n s te r in g sa p p a ra te n  veren igen  in zich tw e e  belang rijke  
func ties :
1. O p  h e t m om ent d a t  een  tr ig g e rp u ls  w o rd t  to e g e v o e rd  m a

k en  zij een  b em o n ste rin g  v an  de sig n aa lam p litu d e .
2. G ed u ren d e  IOOO fi sec fu n g eren  z ij  als geheu g en o rg aan  voor 

de a ld u s v e rk reg en  in fo rm atie .
D e  A -  en 7?-pulsen w o rd en  als tr ig g e rp u lsen  to eg ev o erd  a a n
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lage i mp
r

Fig. 7.31.

Aagt

re sp . de b e m o n s te r in g sa p p a ra te n  A  en B , die, w a t  b e tre f t  bun 
co n stru c tie , id en tiek  zijn. Zij b e v a tte n  in p rinc ipe  een conden
s a to r  Cg , de z.g. g eb eu g en co n d en sato r, die a a n  één zijde aa n  
a a rd e  lig t en a a n  de a n d e re  zijde v ia  een g eslo ten  sch ak e 
la a r  6" is d o o rv e rb o n d en  m et de s ig n aa lsp an n in g  (zie fig. 7.31).

a Bij h e t versch ijnen  van  een
tr ig g e rp u ls  w o rd t  5  vo o r een 
tijd sd u u r  v an  ÏOOO[i sec geopend. 
G ed u ren d e  d it in te rv a l b lijf t d an  
de w a a rd e , die de s ig n a a lsp a n 

ning op h e t m om ent van  openen  h ad , a ls  ge lijkspann ing  op Ce 
b e w a a rd .

O p  de p u n ten  5 en 6 versch ijnen  dus s tu k k e n  gelijkspanning  
m et een d u u r v an  IOOO fx sec, a fg ew isse ld  d o o r s tu k k en  sig n aa l 
m et een  d u u r  van  75 fx sec. (Im m ers, elke 1075 fx sec v e rsch ijn t 
e r  een  A - en een 5 -puls). V a n  de s tu k k en  gelijk spann ing  is de 
ho o g te  gem odu leerd  m et h e t in g an g ssig n aa l x  (t) resp.jy (t). D e  b e 
m o n s te r in g sa p p a ra te n  zijn b ru ik b a a r  vo o r s ig n aa lfreq u en ties  
tu sse n  lOO H z  en 200 k H z .

D e  s c h a k e la a r  J? is u itg ev o erd  in de vorm  van  een electro - 
nische schakeling  (zie fig. 7.32).

H e t  s ig n aa l ( x ( t )  o f y  (t) ) op p u n t 1 w o rd t  v ia  een k a th o d e -  
vo lg er en tw e e  w e e rs ta n d e n  to eg ev o e rd  a a n  de p u n te n  3 en 4. 
D e d ioden  63 en 54 zijn ongeleidend . O p  de p u n ten  7 en  8 
w o rd t dus h e t s ig n aa l te ru g g ev o n d en . D e  geheugencondensa- 
to r  Cg v o lg t de s ig n a a lv a r ia tie s , die v ia  een  k a th o d e v o lg e r  n a a r  
p u n t 10, de u itgang , w o rd e n  g e b ra c h t. O p  h e t  m om ent d a t  e r  
nu een A-  o f j5-puls v e rsch ijn t w o rd e n  op de p u n ten  5 en 6
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snelle  p ositieve , re sp . n ega tieve , sp an n ingssp rongen  te w eeg  ge
b ra c h t. D e  d ioden  79 en 89 g aan  nu o v e r in de ongeleidende 
to e s ta n d  en  Cg k a n  noch op laden , noch o n tlad en . N a  io o o /^sec  
w o rd en  de spann in g ssp ro n g en  op de p u n ten  5 en 6 w e e r  te 
n ie t g e d aan  en  h e rs te l t  zich de oude to e s ta n d .

7 A . De pulsbreedtem odulator.

H e t  s ig n aa l u it h e t  b e m o n s te r in g sa p p a ra a t B  w o rd t  g e b ru ik t 
a ls  s tu u rsp an n in g  v o o r een p u lsb re e d te m o d u la to r , die g e s ta r t

w o rd t  d o o r de ü -p u ls . 
D  eze m o d u la to r  geeft 
d an  één p o sitieve  im 
pu ls af, w a a rv a n  de 
b re e d te  lin e a ira fh a n g t 
v an  de s tu u rsp an n in g  
(zie p u n t 7 van  lig. 7.11 
en 7.12). A ls m o d u la 
to r  is gekozen een 
m onostab ie le  m ultiv i
b ra to r ,  die g e s tu u rd  
w o rd t  op h e t ro o s te r
(hg. 7.-11).Fig. 7.41.

7.5. De verm enigvuldiger.

In  de verm enigvu ld iger b ev in d t zich een p o o rtsch ak e lin g , die 
geopend  w o rd t  d o o r de b reed te -g em o d u lee rd e  p u lsen  v an  p u n t 7, 
z o d a t d an  de hoog te-gem odu leerde  g e lijk sp ann ingsstukken  v an  
p u n t 5 w o rd en  d o o rg e la ten . Z o  o n ts ta a n  op p u n t 8 (negatieve) 
pu lsen , die zow el in hoogte  a ls  in b re e d te  gem odu leerd  zijn. 
D eze pu lsen  w o rd e n  p ro d u c tp u lsen  genoem d. H e t  o p p e rv lak  Opp 
v an  de p ro d u c tp u lsen  is een lin ea ire  m a a t v o o r h e t p ro d u c t v an

de ingangssignalen .
H e t  essen tië le  ge

d ee lte  van  de v e rm e
n igvu ld iger, de p o o r t
schakeling , is in fig. 
7.51 w eergegeven . H e t  
b e s ta a t  s lech ts  u it 
tw ee  k a th o d ev o lg e rs  
m et gem eenschappe
lijke k a th o d e w e e r-
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s ta n d  R k . D e  k a th o d e sp a n n in g  is a ltijd  gelijk  a a n  de hoogste  
v an  de beide ro o ste rsp an n in g en . N o rm a lite r  is d a t  de spanning  
op p u n t 2. O p  d it  p u n t v e rsch ijn t e c h te r  elke 10 75^  sec een 
neg a tiev e  versie  v an  de b reed te -g em o d u lee rd e  im puls. G ed u ren d e  
deze pu ls z a k t de spann ing  op p u n t 2 zo v e r  d a t  de k a th o d e  
de spann ing  v an  p u n t 1 aan n eem t. D e  sp an n in g sv a l op p u n t 3, 
de k a th o d e , w o rd t  d an  dus b e p a a ld  d o o r de spann ing  op p u n t l .  
Z o  o n ts ta a n  op p u n t 3 de p ro d u c tp u lsen .

7.6. D e aftrekpulsen.

In  de loop van  de v ersch illen d e  b ew erk in g en  w o rd t  de a a rd  
v an  de in fo rm atie  m eerm alen  v e ra n d e rd  (hoog tem odu la tie , b re e d te -  
m odu la tie , o p p erv lak m o d u la tie ). O m d a t h e t onm ogelijk is om 
m et bijv. een n eg a tiev e  p u lsb re e d te  te  w e rk en , w o rd en  reed s  
d ire c t n a  de ingangen  v an  de b e m o n s te r in g sa p p a ra te n  tw ee  
gelijkspann ingen  cx en  cy a a n  de signalen  toegevoegd , zodanig  
g ro o t d a t  de in fo rm a tied rag en d e  g ro o th ed en  a ltijd  p o s itie f  b lij
ven. H e t  gevolg h ie rv an  is e c h te r  d a t  h e t  o p p e rv la k  Opp van  
de p ro d u c tp u lse n  een c o n stan te  b ijd rag e  b e v a t, die overeen k o m t 
m e t h e t  p ro d u c t cx cy . T en  gevolge h ie rv an  zou h e t  in te g ra tie -  
r e s u l ta a t  v an  10.000 p ro d u c tp u lse n  (zie p a r . 7 .7) u it  tw e e  ge
d ee lten  b e s ta a n , nl. een m o d u la tie te rm , die de gezochte w a a rd e  
v an  <pxy (t) v o o rs te lt, en  een  co n s ta n te  te rm , a fk o m stig  v an  de 
toegevoegde  gelijk spann ingen  cx  en  cy . T en e in d e  deze onge
w en ste  c o n s ta n te  te rm  te  v e rw ijd e ren  w o rd t, b eh a lv e  de p r o 
d u c tp u lsen , a a n  de in te g ra to r  nog een tw e e d e  s ig n aa l to eg e 
v o erd , d a t  b e s ta a t  u it een  serie  c o n s ta n te  im pulsen  van zo
dan ige  g ro o tte  en p o la r ite it  d a t  zij de b ijd rag e  van  cx cy op- 
helfen . D eze  p u lsen  zijn de zg. a f tre k p u lse n . Zij w o rd e n  opge
w e k t d o o r de h u lp m u ltiv ib ra to r  (zie p u n t 9 van  h e t b lokschem a), 
die g e tr ig g e rd  w o rd t  d o o r de ^d-pulsen.

7.7. De integrator.

D e p ro d u c tp u lse n  w o rd e n  tezam en  m et de a f tre k p u lse n  to e 
g ev o erd  a a n  een M ille r - in te g ra to r  m et een  tijd c o n s ta n te  van 
160 sec. D eze  w a a rd e  w o rd t  b e p a a ld  d o o r de tijd sd u u r gedu
re n d e  w e lk e  de in te g ra to r  lin e a ir  m oet w e rk e n . Z o a ls  in p a r . 6.3 
is aan g eg ev en  d u u r t  de b e rek en in g  v an  één p u n t v an  de cor- 
re la tie c u rv e  I I  sec. D eze  tijd  is t.o .v . 160 sec vo ldoende k o rt. 
T eneinde  v oor signalen  v an  g ro o t zow el a ls  v an  gering  v e r
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m ogen een sp ann ingsexcu rsie  a a n  de u itg an g  v an  de in te g ra to r  
te  k u nnen  v erk rijgen , w a a rm e e  de re g is tre re n d e  m e te r  (par. 7.8) 
vo lled ig  k a n  w o rd e n  u itg e s tu u rd , is de g e lijk sp an n in g sv erste r- 
k ing in de in te g ra to r  in s te lb a a r  op de w a a rd e n  250, 500 en 
700.

H e t  c ircu it v an  de in te g ra to r  is in p rinc ipe  in fig. 7.71 w e e r 
gegeven.

D e  g e lijk sp an n in g sv e rs te rk e r b e s ta a t  u it tw e e  d iffe ren tiaa l-  
v e rs te rk e r tra p p e n , a fg es lo ten  d o o r een k a th o d ev o lg e r. D e  v e r
s te rk in g  is re g e lb a a r  g em aak t d o o r  de a n o d e w e e rs ta n d e n  R a van  
de e e rs te  t r a p  te  v a rië ren . T eneinde  de tijd co n stan te  v an  de 
in te g ra to r  bij ied e re  w a a rd e  v an  de v e rs te rk in g  gelijk  a a n  
160 sec te  houden , m oet tev en s de te g en k o p p e lcap ac ite it C 
w o rd en  g ev a riee rd .

7.8. H et ajleesinstrum ent.

D e u itg an g ssp an n in g  v an  de in te g ra to r , die op p u n t 10 v e r
schijn t, w o rd t  g e re g is tre e rd  m et een schrijvende m illiam père- 
m e te r. C o n c re te  v o o rb ee ld en  v an  deze re g is tra tie m e th o d e  w o r
den  in p a r . 8 gevonden.

7.9. De automatische instelling .

A ls vo o r bijv. 1 =  0 de w a a rd e  is b e p a a ld  van  cpx y (i), d ien t 
de in te g ra to r  te  w o rd e n  o n tla d e n  en m oet de p u lsg e n e ra to r  
w o rd e n  in g este ld  op de vo lgende w a a rd e  v an  r, dus op t =  21,5 
fx sec. D eze  h an d e lin g en  w o rd e n  a u to m a tisch  v e rr ic h t:
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N a d a t  10.000 p u lsen  zijn g e p a sse e rd  op p u n t 3 geeft de d e le r 
I : IO4 een  puls a f  op p u n t 11. D eze  im puls s t a r t  een  sch ak e 
ling, d ie :
le . de in te g ra to r  gelegenheid  g ee ft to t  o n tla d e n  d o o r een re- 

la isc o n ta c t P z te  s lu ite n ;
2e. de s ta p sc h a k e la a r , die x b e p a a lt , één s ta p  l a a t  d o o rd ra a i

en.
A ls e r  op p u n t 3 w e e r  10.000 pu lsen  zijn g e p a sse e rd  g eeft 

de d e le r  nogm aals een  pu ls a f  op p u n t 11. H ie rd o o r  w o rd t  
P , w e e r  geopend  en de b e rek en in g  v an  h e t  vo lgende p u n t van  
de c o rre la tie c u rv e  neem t een aan v an g . (D e  s ta p s c h a k e la a r  b lijft 
bij deze tw e e d e  pu ls o n b ek rach tig d ).

K r w o rd e n  dus g ed u ren d e  I I  sec I O.ooo p ro d u c tp u lse n  g e ïn te 
g ree rd . D a n  v o lg t 11 sec ru s t ,  b e n u t v oo r o n tlad in g  v an  de in 
te g ra to r  en in ste llin g  op de vo lgende w a a rd e  v an  r. D a a rn a  
w o rd t  w e e r  g ed u ren d e  II  sec g e ïn te g re e rd , enz. V o o r  h e t  op
nem en v an  een gehele c o rre la tie c u rv e , die u it  39 p u n te n  b e 
s ta a t ,  is dus een tijd sd u u r  v e re is t v an  39 X  2 X  11 =  860 sec ^  
«K I 5 m inuten .

8. E x p e r im e n te le  r e s u l ta te n .

8.0. In  deze p a r a 
g ra a f  w o rd t  een  a a n 
ta l  v o o rb ee ld en  gege
ven  v an  c o rre la tie fu n c 
ties , zoals die m et de 
e lec tr . a n a l.c o rre la to r  
w o rd e n  b e p a a ld .

8.1. Periodieke signa
len.

Fig. 8.11 g ee ft de 
a u to c o rre la tie  van een 
sinusvorm ig  signaal. 
Z o a ls  in p a r . 4.2 reed s  
is aan g eg ev en  is de 
a u to c o rre la tie fu n c tie  
een  cosinus. Fig. 8.12 
s te l t  de a u to c o r re la 
tie fu n c tie  v o o r v an

Fig. 8.11.
A u to c o r re la t ie  v a n  een  s inusvorm ige  spanning 

v a n  1550 H z .
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een b lokspann ing . Z o 
a ls  op eenvoud ige  
w ijze is in te  zien is 
d it  een  d riehoek  s- 
krom m e.

8.2, 3. „Random ” - 
signalen.

D e figuren 8 .21,8 .22 
en 8.23 geven de au to - 
co rre la tie fu n c tie s  van  
een  ru iss ig n aa l w a a r 
v an  h e t sp ec tru m  b e 
p a a ld  w o rd t  d o o r een 
filte r, d a t  b e s ta a t  u it 
een  p a ra lle lsch ak e lin g  
v an  L , R  en C. H e t  
k a n  w o rd e n  a an g e 

to o n d  d a t  de a u to c o rre la tie  d a n  een cosinus is, die o v e reen 
k o m t m et de m id d en freq u en tie  van  h e t filte r en m et a ls  om 
hu llende een neg a tiev e  r-m ach t w a a rv a n  de tijd c o n s ta n te  d o o r 
de b a n d b re e d te  w o rd t  b ep a a ld . U i t  de figuren b lijk t duidelijk  
hoe bij toenem ende b a n d b re e d te  de c o rre la tie  sn e lle r to t  nul n a 
d e r t . D i t  is in overeenstem m ing  m et p a r . 3.6, te rw ijl in p a r . 4.4 
bij een  rech th o ek ig  sp ec tru m  ook ie ts  d ergelijk s w e rd  gevonden.

b lo k sp a n n in g  v an  1000 H z

Fig . 8 .21 .
A u to co r re la t ie fu n c t ie  v a n  ruis, 

m id d en freq u en t ie  40 0 0  H z ,  b a n d b r e e d te  150 H z .
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A u to c o r re la t ie fu n c t ie  v a n  ruis,  
m id d e n f req u e n t ie  4 0 0 0  H z ,  b a n d b r e e d te  1200 H z .

In  de fig. 8.31 en 8.32 is de a u to c o rre la tie fu n c tie  v an  „c lip p ed ” 
ru is  afg eb ee ld , re sp . v o o r k leine en  g ro te  b a n d b re e d te . O o k  
h ie r is de inv loed  v an  de b a n d b re e d te  op de snelheid  v an  u it
s te rv e n  v an  de c o rre la tie  du idelijk . A ls <p (r) de co rre la tie fu n c tie  
is v an  een o n v ervo rm d , G au ssisch  ru iss ig n aa l, d a n  is de a u to 
c o rre la tie  v an  d iezelfde „c lip p ed ” ru is  gelijk  a a n :
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90 (T) — —  arcsin <p (z)
71

D eze  form ule v e rk la a r t  w aa ro m , afgezien  van  de om geving 
v an  t =  O, de a u to c o rre la tie  v an  een  „c lip p ed ” ru iss ig n aa l s lech ts 
zo w einig  v e rsch ilt v an  die v an  een o n v erv o rm d  signaal.

m id d e n f req u e n t ie  8 0 0 0  H z  
b a n d b r e e d te  250 H z .

F ig .  8.32.
A u to c o r re la t ie  v a n  ,,c l ip p e d ” ruis.  

m id d en freq u en t ie  80 0 0  H z ,  
b a n d b r e e d te  1200 H z .
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8.4. Opsporing van periodieke signalen.

D e fig. 8.41, 8.42 en 8.43 h eb b en  b e tre k k in g  op v e rb e te rin g  
v an  de sig n aa l-ru isv e rh o u d in g  v o o r p e rio d iek e  signalen , zoals 
b e sp ro k en  in p a r . 4.5. A ls p e rio d iek  sig n aa l is een  sinusvorm ige 
spann ing  v an  3000 H z  gekozen, te rw ijl de s to re n d e  ru is  een 
zee r b reed , c o n s ta n t spectrum  heeft. D e  b ijd rag e  v an  de ru is  
to t  de figuur is dus tam elijk  snel u itg e s to rv e n  en k o m t a lleen  
to t  u iting  in de hoge p iek  bij x = O. D a a r n a  n eem t de fig. al 
spoedig  een  cosinusvorm ig  v e rlo o p  aan .

A
D e sig n aa l-ru isv e rh o u d in g en  v an  h e t m engsel op de in 

gang  van  de c o r re la to r  b e d ra g e n  re sp . - 3, —6 en —8,5 dB. 
T en  gevolge v an  de n ie t-id ea le  in te g ra tie  (som m atie v an  slech ts 
10.000 p ro d u c ten ) en v an  in s ta b ilite it  in de c o r re la to r  b lijf t e r  
nog een zek ere  re s t- ru is  o v er in h e t  co rre lo g ram , die de o o r
z a a k  is v an  h e t n ie t zu iver cosinusvorm ige v e rlo o p  bij g ro te  t.

N ie tte m in  is h e t  du idelijk  d a t  een aanzien lijke v e rb e te rin g  
van de s ig n aa l-ru isv erh o u d in g  is b e re ik t.

Fig . 8 .41.
C o r re lo g ra m  v a n  een m engse l  v an  sinus en ruis.

.9
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5- = ~ 6 d B

5— =  —8,5 dBN
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Strateg ische spelen

door J. J. M e in a rd i* )

V o o rdrach t gehouden voor het N ederlands R adiogenootschap en de 
Sectie Telecom m unicatietechniek van  het K .I.v.I. op  16 oktober 1956.

Sam envatting
In  d i t  a r tik e l  w o rd t  een  sch e ts  gegeven  v a n  d e  th eo rie  v a n  d e  s t r a te 

g ische spelen .
V e rsc h illen d e  k lassen  v a n  sp e len  w o rd e n  a ch te re e n v o lg e n s  a a n  de  h a n d  

v a n  v o o rb ee ld en  to eg e lic h t; m a th e m a tisc h e  a fle id in g e n  zijn  h ierb ij verm ed en . 
V e rd e r  w o rd t  ru im sch o o ts  a a n d a c h t  gew ijd  a an  h e t  m in i-m ax  p r in c ip e , 
w a a ro p  de o p lossing  v a n  de tw e e -p e rso n e n  sp e len  b e ru s t,  en  a an  de  v o r 
m in g  v an  coalities .

T o t  b e s lu it w o rd e n  de  to ep ass in g sm o g e lijk h ed en  v an  de  th eo rie  a a n g e 
d u id .

Sum mary
T h is  p a p e r  gives a  sh o rt in tro d u c tio n  to  th e  th e o ry  o f gam es, w ith  

exam ples ta k e n  from  se v e ra l c lasses  o f  gam es.
M u c h  a tte n tio n  is p a id  (av o id in g  a b s tr a c t  m a th e m a tic s  h o w e v e r)  to 

th e  m in i-m ax  p rin c ip le  w h ic h  is b a s ic  to the  so lu tio n  o f  2 p e rso n -ze ro  sum  
gam es. T h e  fo rm a tio n  o f  co a litio n s  in n -p e rso n  g am es is a lso  d iscu ssed .

F in a lly , i t  is p o in te d  o u t to  w h ic h  fields gam e th eo ry  m ay  b e  a p p lied  
o r  h a s  b een  a p p lie d  a lre a d y , w h ile  re fe re n ce s  a re  a d d ed .

1. Inleiding.
H e t begrip  s tra te g ie  h eeft een u itgesp ro k en  m ilita ire  k lan k . 

In  die zin w o rd t  stra te g ie  gedefin ieerd a ls  „de m ethode om de 
v ijan d  to t strijd  te dw ingen  onder zo gunstig m ogelijke o m stan 
digheden vo o r de eigen le g e rs ” . E e n  m oderne definitie va n  s t r a 
tegie dient zich ech ter n iet te b ep erk en  to t de krijgskundige 
zijde, m a ar m oet ook de po litieke , in d ustrië le  en econom ische 
b eteken is va n  een land  o f bondgenootschap om vatten . H o e dan 
ook de definitie moge luiden, het is de verd ien ste  va n  J .  v. N e u 
m a n n ’s spelth eorie  d at ons inzicht in d it begrip  ,,s tra te g ie ”  
verh e ld erd  is en d a t  w ij door stren ge m athem atische a n a ly se  
in vele geva llen  u it versch illend e m ogelijke stra teg ieën  de ju iste  
w e te n  te kiezen.

’) P h y s is c h  L a b o ra to r iu m  R .V .O .- T .N .O .
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J o h n  v. N e u m a n n  h eeft zijn th eorie  o n tw ik k e ld  m et de b e
doeling een m athem atische b asis  te leggen  vo o r de econom ie. 
D a a rto e  h eeft hij a ls  m odel het stra teg isc h  sp e l ingevoerd . D it  
ve rto o n t in de a cties  van  de teg en stan d ers een o pvallen de a n a 
logie met a lle r le i d age lijk se  econom ische problem en. D o o r  de 
b estu d erin g  va n  h et experim en teel m odel enerzijds en het m ath e
m atisch m odel an d erzijd s beston d  a l se d e rt lan g  een vru ch tb are  
w isse lw e rk in g  tussen  b .v . de natuurkunde en de w isk u n d e. A a n  
een experim enteel m odel kunnen fysisch e  grootheden gem eten 
w o rd en , het m athem atisch  m odel b e v a t  een a a n ta l stellingen  o f 
postu laten , die door m athem atisch e a fle id in g  tot een conclusie 
vo eren , die w e e r  in de w e rk e lijk h e id  ge ïn terp rete erd  d ient te 
w ord en .

D e  econom ie h ad  zich, behoudens enige to ep a ssin g  va n  de 
m echanica, nog n iet e e rd e r  van  de exacte  w e ten sch a p  bediend. 
T e v e rg e e fs  zocht men n a a r  em pirische w e tte n ; te v e rg e e fs , om 
d a t  h et a a n ta l p a ram ete rs  zo enorm  g ro o t is.

V o n  N e u m a n n  betoogd e d a t  h ier h et v e rk eerd e  g e ree d 
sch ap  g eb ru ik t w e rd  en b ase erd e  zijn w e rk  onder m eer op de 
verzam elin gen leer, de to p o lo g ie  en de lin ea ire  a lg e b ra .

D e  „T h e o ry  o f G a m es and Econom ie B e h a v io r ”  van  
v . N e u m a n n  en M o r g e n s t e r n  h eeft de sto o t gegeven  to t 
een  b e la n g rijk e  m athem atische o n tw ikkelin g , n iet a lleen  op 
econom isch gebied , m a a r ook op h et te rre in  van  de socio logie, 
de in form atie- en com m unicatietheorie en v o o ra l in de „o p e ra -  
tions re se a rc h ” . D e  to ep a ssin g  op de m athem atische s ta tist ie k  
leid de to t de geboorte van  de statistisch e  beslissin gsfu n cties.

O v e r z i c h t

( C o n v ex e  v e rzam e lin g en
T h eo re tisc h e  re k e n k u n d e  j T o po log ie

^ v L in e a ire  a lg e b ra
S p e lth e o rie  < - — T h eo re tisc h e  econom ie

* + "  "  "  *
M a th e m . s ta tis t ie k  In f. th eo rie  C om m . th eo rie  O p e ra t io n s  re se a rc h

4- 4- _ 4  ̂ 4’
B esliss in g sp ro c . O rg a n is a t ie  C o d e rin g  L in e a ir  p ro g ram m ere n

t  th eo rie
L e e rp ro c e sse n  ^

t  --------;----- ;--------- J
P sy ch o lo g ie  Socio logie

2. Strategische spelen

E e n  geze lsch ap ssp el noemen w ij „s t ra te g isc h ”  a ls  de spelers
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a l hun ve rn u ft en inzicht m oeten inzetten om een p artij va n  hun 

teg en stan d ers te kunnen w innen.
P o k er, b rid ge, sch aak , tr ik -tra k , soeten  o f m o rra  zijn v o o r

beeld en  van  stra teg isch e  spelen. P atien ce  en ro u lette  d a a re n 
tegen  zijn geen stra teg isc h e  spelen, a l w o rd en  zij w e l eens m a
them atische spelen  genoem d, om dat w ij d a a r  geen an d ere teg en 
sp e le r  hebben dan  de „n a tu u r” (in d it g e v a l de k an sw ette n ) 
en ons doel u itslu itend gerich t is op h et ve rk rijgen  van  een 
zo gro o t m ogelijke w in st aan  punten o f guldens. A ls  econom isch 
analogon  is een d erge lijk  spel a lleen  gesch ikt vo o r een m ono
polistisch e (bijv. een com m unistische o f d ic ta to ria le ) m aatsch ap p ij.

B ij een sp el beh oren  sp e lre g e ls , die om schrijven w a t  het doel 
van  h et sp el is, hoe het gespeeld  dient te w o rd en  en w a t  e lk  
van  de sp e le rs  toekom t na afloop van  een p artij.

W 4j gaan  erv a n  uit d a t een sp e le r  g ra a g  w il  w innen, d .w .z. 
d a t h et verk rijgen  van  w in stpun ten  w a a rd e  vo o r hem h eeft. 
Z ijn  a cties  zijn gericht op het ve rk rijgen  va n  een zo g ro o t m oge
lijke w in st, deze w o rd en  ech ter d o o rk ru ist door de actie s  van  
zijn teg en sp elers en hij zal dus m et een optim ale w in st genoegen 
m oeten nemen.

D e  th eorie van  de stra teg isch e  spelen  w il een a n tw o o rd  geven  
op de v r a a g  op w e lk e  w ijze de sp e le r  van  de sp e lre g e ls  ge
b ru ik  dient te m aken om tenm inste een optim ale w in st te v e r 
krijgen  en hoe gro o t die w in st dan w e l is. D a t  a n tw o o rd  
m oet in m athem atisch  vo lled ige vorm  opgesch reven  kunnen w o r 
den, w ij zullen d it de „o p lo ssin g ”  van  h et sp el noemen.

In  het volgende zullen w ij de oplossingen zoeken van  v e r 
schillende k lassen  van  stra teg isch e  spelen. D eze w o rd en  on d er
scheiden n a a r  het a a n ta l deelnem ende sp e le rs  en n a a r  de om 
stan d igh eid  o f  de som d er w in sten  en verliezen  a l dan niet gelijk  
aan  nul is.

H  o ew el in w ezen  de definitie van  een „o p lo ssin g ”  v o o r  a lle  
spelen  gelijk  is , z a l het b lijken  d a t  w ij een onderscheid m oeten 
m aken tussen  de oplossing van  een spel vo o r tw e e  personen 
o f een v o o r m eer dan tw e e  personen.

3. T w ee  spelers, de som van hun w inst is nul.

D it  is de een voudigste k la s s e : a l w a t  de ene sp e le r  (P )  w in t 
o f v e r lie s t  (v(P )) g a a t  ten ko ste  van  o f kom t ten goede aan  
de an d ere sp e le r  (Q) : v(Q).

v  (P ) +  v  (<2) =  O, o f algem een 2  v  (z) =  o
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W ij beginnen met spelen, die u it slech ts tw e e  zetten b e s ta a n ; 
e lk  va n  beide sp e le rs  m ag één zet doen.

D e  keuze, die door een sp e le r  g ed aan  w o rd t  u it de v e rz a 
m eling van  zetten, die vo o r hem m ogelijk  zijn, noem en wij 
v o o rta an  de keuze van  een „ s t r a te g ie ” . W ij gaan  nu de „o p lo s 
sing”  va n  een d em o n stratiesp e l zoeken. D it  spel kunnen wij 
„h é-h o u -v ast”  noem en, de sp e lrege ls  sch rijven  v o o r  d a t de zetten- 
verzam elingen  v a n  P  en Q b e sta a n  uit het u itroep en  van  hé, 
hou, o f va st.

A ls  P  ro e p t : hé en Q ro e p t : hé, dan v e r lie s t  P  5  cent aan  
Q ; a ls  P  ro e p t : hou en Q ro e p t : hé, dan  k rijg t P  4  cent van  
Q, enz. vo o r a lle  negen com binaties.

W e  sch rijven  de „ sp e lre g e ls ”  in m atrixvorm  o p :

Voor P  :
Q ro e p t :

Voor Q :
Q ro e p t :

h é h o u v a s t h é h o u v a s t
h é -  3 -  2 3 h é 3 2 -  3
h o u 4 O I P  ro ePt :  h o u -  4 O — I

v a s t 2 — I — 4 v a s t -  2 I 4

D e  lin k erta b e l g e e ft  de w in st  van  P , v(P ), v o o r de negen 
com binaties, de re c h te rta b e l g e e ft  v(Q).

O m d a t v(P ) =  — v  (Q) is het in h et v e rv o lg  n iet nodig vo o r 
Q een a p a rte  ta b e l op te sch rijven . Z o d r a  w ij ech ter m et sp e
len te m aken krijgen , w a a r  v(P )  +  v(Q) ^ 4  o, w a a rb ij dus w a a r-  
d e m id d e le n verb ru ik t (Az><Co) o f v o o rtg e b ra c h t ( S v i > d )  w ord en , 
m oeten wij w e l de beide ta b e lle n  opschrijven .

P  begint h et spel. Hij bez iet de ta b e l en h et v a lt  hem op d a t  hij 
de gro o tste  w in st (4) kan  m aken a ls  hij „h o u ”  roep t. V o o r  Q b lijft 
nu nog een keuze o v er u it 4, O o f I. H ij k ie s t  dus „h o u ” . De 
d o o r P  b egeerd e w in st van  4 w o rd t h ierd oor to t O gered uceerd .

N u  b egin t Q. O o k  hij zou g ra a g  4  w innen en k ie s t  „ v a s t ” . 
V o o r  P  b lijft  de keuze o v e r  u it 3, I en — 4. H ij k ie st dus „ h é ”  
en b ren g t d aarm ee aan  Q een v e r lie s  va n  3  cent toe (in p la a ts  
v a n  4 cent w in st). H ie ru it  leren  w ij d a t h et v o o rd e e l b ied t om 
a ls  la a ts te  aan  s la g  te zijn ; d a t vo o rd e e l b e s ta a t  u it de in fo r
m atie om trent de s tra te g ie  van  de teg en stan d er.

W ij b e w e re n  d a t P  en Q n iet rationeel hebben gespeeld . E en  
ra tio n ee l sp e le r  k ie st  zijn s tra te g ie  zodanig d a t  h et v o o r  de te
g en stan d er geen vo o rd eel m eer b ied t die stra teg ie  te kennen. 
P  m oet e r bij v o o rb a a t  a l reken ing mee houden d a t Q hem kan  
verh in d eren  m eer dan de m inim ale w in st te verk rijgen , die bij



Strategische spelen 243

elk  van  zijn stra teg ieën  beh oort. H ij m oet dus die stra teg ie  
kiezen , die hem dan toch nog de gro o tste  „m inim ale w in st”  
o p leve rt. H ij is e r  dan van  v e rze k erd  d a t  hij tenm inste die 
w in st, o f eventueel m eer k rijg t.

Q k ie s t  op dezelfde m anier zijn optim ale s tra te g ie  u it zijn 
eigen ta b e l, m a ar om dat wij w illen  v o ls ta a n  m et de ta b e l van  
P , m oeten w ij aan  de h and van  deze ta b e l b ered en eren  w a t  
de optim ale stra teg ie  van  Q is.

Q dient te vero n d erste llen  d a t hij, a ls  eerste , reed s zijn zet 
ged aan  heeft. P  z al steed s zijn s tra te g ie  zodanig kiezen d a t hij 
een m axim ale w in st k an  nem en. Q m oet dus bij e lk  van  zijn 
stra teg ieën  n agaan  w a t  de „m ax im ale  w in st”  v o o r P  k an  zijn 
en dan  een optim ale stra teg ie  zo kiezen d a t de „m axim ale  w in st 
va n  P  zo klein  m ogelijk is.
W ij  p assen  deze aan b evelin gen  toe op de ta b e l vo o r P.

P ro ep t:

Q ro e p t :

hé hou v a st

hé - 3 — 2 3 -  3

hou 4 O i o
va st 2 — I -  4 - 4

4 o 3 max.j

m in. w in s t  bij e lke  s tra te g ie  v an  P 

0 =  g ro o ts te  m in. w in s t 

w in s t  v an  / ’bij e lke  s tra te g ie  v a n  Q.
0 =  k le in s te  m ax. w in s t

W e  zien dus d a t  de optim ale stra teg ie  van  P , d a t is die 
w a a rb ij hij van  de gro o tste  min. w in st verzek erd  is, de u itroep 
„h o u ”  is.

D e  optim ale s tra te g ie  va n  Q is „h ou ” , hij is e r dan zeker 
va n  d a t  hij aan  P  nooit m eer dan de k lein ste m ax. w in st  zal 
m oeten beta len .

H e t  kom t lan g  niet a ltijd  vo o r d a t de gro o tste  min. w in st 
en de k le in ste  m ax. w in st gelijk  zijn, zoals h ier het g e v a l is. In 
dit sp e l is dus reed s bij v o o rb a a t te vo o rsp ellen  d a t de u itkom st 
v o o r beide sp e le rs  nul zal zijn. A ls  een van de spelers van zijn  
optimale strategie a fw ijk t  kan  h ij er hoogstens op achteruit gaan. 
D it  spel h eeft dus een stab ie le  op lossin g die zo lu id t:

P  : „h o u ”  ; Q : „h o u ”  ; vopt (P )  =  o =  vopt (Q).

N o o t 1 ) M athem atische form ulering .

W fij definiëren een f  (x ,y ) ,  die slechts reële , d iscrete  w a a r 
den vxy aanneem t. vxy is de w in st van  de sp e le r  P  a ls P  
de stra teg ie  x  k ie st en Q de s tra teg ie  y .  E r  is een eindig
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a a n ta l s tra teg ieën  x  en y ; deze liggen in een eindig in ter
va l.
D e w a a rd e n  vxy vorm en een n^K.m m a trix  A :

V e rv o lg e n s  definiëren wij de o p era- v „
toren  m ax  en min. 

x y
D e  b ew erk in g  min f ( x ,y )  houdt in d a t

y
vo o r elke d iscrete  x  h et minimum w o rd t 
gezocht van  f  (x,y). D it  tre e d t op voor 
een b ep aald e  y  bij die x. In  to ta a l zijn e r m van  deze
min f  (x,y). D e  gro o tte  van  f  (x,y) in deze groep  is nu nog

y
slech ts een functie van  x.
H e t maximum van  deze groep  vinden w ij bij een zekere *■
a ls  w ij de o p e ra to r  m ax  la ten  w e rk e n  op min f  (x,y) D it

■* y
maximum is m ax mm f  (x,y). E ven zo  h oudt de b ew erk in g

•* y
m ax f  (x,y) in d a t  vo o r e lk  d iscrete  y  h et m axim um  van

X

f  (x,y) w o rd t  gezocht. E r  zijn in to ta a l n van  deze m ax
X

f  D e  grootte  van  f  (x,y) in deze groep  is slech ts a f 
h an kelijk  van  y .  H e t  minimum van  de groep  vinden w ij
met behulp  van  de o p e ra to r min, d it is min m ax f  (x ,y ).

y y *
H e t is  du idelijk  d a t m in j(x ,y ) < >  f  (x,y) en teven s d a t

y
f ( x , y )  <  m ax f  (x,y). D u s is ook min f ( x ,y )  <  m ax f  (x,y).

x  y  x

W ij hebben gezien d a t  m ax f  (x,y) o n a fh an k elijk  is va n  x,
X

dus ge ld t m ax min f  (x,y) <  m ax f  (x,y).
x  y  x

T en slo tte  is m ax min f  (x,y) <  min m ax f  (x,y) om dat het
X  y  y  x

lin k er lid o n a fh a n k e lijk  is van  y .
V e rv o lg e n s  definiëren w ij een zad elpu n t va n  de m a tr ix : 
\x0y 0\. D it  is een zad elpunt a ls  f ( x , y 0) <. f ( x 0, y 0) <  /  (xot y). 
E en  nodige en vo ldoend e v o o rw a a rd e  v o o r het b esta an  van
\xoy o| is de gelijkh eid  van  m ax min f  ( x y )  en min m ax (x ,y).

X  y  y  x

A ls  het zad elpunt b e s ta a t  zijn x a en y 0 optim ale stra teg ieën . 
Opm.: een a se le c t o p geste ld e  2 X  2 m atrix  h eeft 2 tegen  I 

een zad elpunt, een 4 X 4  m atrix  I tegen  8  en een 9 X 9  
m a trix  1 tegen  1000.

W fij zullen nu de oplosing zoeken van  een spel, w a a rb ij de 
g ro o tste  min. w in st en de k le in ste  m ax. w in st n iet gelijk  zijn
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T o e v a llig e rw ijz e  is de rechterfcabel, die van  Q, d a a rv o o r  te ge
bru iken . D e  g etallen  stellen  nu n iet m eer de w in st van  Q voor, 
m aar die van  P .

Q r o e p t :

P  ro ep t:
hé hou v a s t

hé 3 2 -  3 -  3
hou - 4 O — I - 4
v a st -  2 I 4 -  2

3 2 4
— 2 =  grootste  min. w in st 

va n  P

2 =  k leinste m ax. w in st van  P .

D e gro o tste  min. w in st van  P  is — 2 en de k lein ste m ax. w in st 
is + 2 ;  zij va lle n  dus in d erd aad  n iet sam en.

W ij laten  P  w e e r  beginnen. D o o r  het spelen van  zijn optimum 
stra teg ie  „ v a s t ”  kan  hij zich tegen  een v e rlie s  van  m eer dan 
2 v r ijw a re n . Q k iest „ h é ” : v  (P )  =  — 2.

V e rv o lg e n s  begint Q. Z ijn  optimum stra te g ie  is „h ou  ’ . P  
k ie st  „h é ”  : v(JP) — +  2.

D e  derd e m ogelijkheid is d a t P  en Q hun zetten  teg e lijk er
tijd  doen. P  b ed en kt nu, om een vo o rb ee ld  te noemen, d a t  Q 
van  de v e ro n d erste llin g  zal u itgaan  d a t hij, P ,  zijn optim ale 
s tra teg ie  b lijft  gebruiken . H e t beste  d a t Q zou kunnen doen in 
die situatie is „ h é ”  roepen ; P  b eslu it zijn keuze d a a ro p  te b a se re n  
en roep t „h é” . M a a r  Q h eeft de lis t  doorzien en ro ep t „ v a s t ”  
in p la a ts  van  „h é ” , met h et g evo lg  d a t  v  (P )  =  — 3.

D o o r een opsomming van  de ta lloze m ogelijkheden kom en wij 
niet veel verd er. A l w a t  w ij vo o rlo p ig  o ver een „o p lo ssin g ”  
kunnen zeggen, is d a t degene, die het b est de stra te g ie  van  de 
an d er ra a d t, de m eeste k an s op w in st h eeft. D a t  k lin k t w e l 
zeer on bevred igen d  vo o r een op lossing, die m athem atisch  v o l
led ig m oet zijn. H e t zal b lijken  d a t w ij m et een aan vu llin g  de 
th eorie  kunnen redd en .

In het vo o rgaan d e  w a re n  wij to t de conclusie gekom en dat 
een sp e le r  m oet verm ijden d a t hij in de positie  van  beginnende 
sp e ler g e ra a k t  d o o rd at de an d ere zijn s tra te g ie  ra a d t . D a t  g e 
v a a r  d re ig t vo o ra l a ls  P  en Q h et spel m eerm alen spelen . B e 
h alve d a t de sp e le rs  e ik a a rs  gew oonten  leren  kennen is het 
geb leken  d a t op den duur toch een zekere p erio d ic ite it n iet te 
verm ijden  is, hoe goed de sp e ler ook zijn b est doet om op 
w illek e u rig e  w ijze de keus u it zijn stra teg ieën  te m aken.

V o o rd a t  w ij v e rd e r  gaan  bezien w ij nog eens de ta b e l van
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ons tw e ed e  vo o rb ee ld . In  p la a ts  van  de gehele ta b e l schrijven  
w ij a lleen  de m a trix  op :

3 2 -  3
-  4 O -  i
— 2 I 4

O v e r  de kolom m en (v e rtica a l)  kunnen w ij n iets bijzonders 
zeggen, m a ar a ls  w ij de rijen  (horizon taal) onderling vergelijken  
v a lt  h et ons op d a t elk  elem ent van  de on d erste  rij g ro te r  is 
dan h et correspon deren d e elem ent van  de m iddelste r i j :  — 2 j > —4, 
1 O, 4 i > — I. D a t  b eteken t d at, w a t  Q ook doet, P  in ie d er 
g e v a l b ete r a f  is m et zijn stra teg ie  „ v a s t ”  dan m et „h o u ” . D e  
s tra te g ie  „h ou  ’ w o rd t  gedom ineerd door „ v a s t ” . P  is w e l zo 
w ijs  deze stra teg ie  nooit te kiezen. W ij  la ten  nu deze stra teg ie  
u it de ta b e l w eg, w a a rd o o r  de m atrix  w o rd t  g ered u ceert t o t :

3 2 -  3
— 2 i 4

V o o r  V  b lijft dus de keu s u it „ h é ”  o f „ v a s t ”  o ver. H ij w il 
die keus zo m aken d a t Q nooit m et zekerh eid  k an  vo o rsp ellen  
w e lk e  zet hij, P , in de volgende p a rtij zal doen. A ls  P  op zijn 
intuïtie a f  zou w illen  g aan  m oet hij e r op reken en  d a t Q op 
den duur toch een re g e lm a a t w e e t  te ontdekken . H ij k an  dus 
b e te r  een munt opgooien en „h é ”  kiezen op kru is, „ v a s t ”  op 
munt. V a n  te voren  is dan a lleen  te zeggen d a t in een gro o t 
a a n ta l, b ijv. N  partijen , „ h é ”  even  v a a k  gekozen z a l w o rd en  
a ls  „ v a s t ” . D e  vo lgo rd e is ev en w e l van  begin  to t eind w ille 
keurig . H ij m aak t a .h .w  gebru ik  van  een „gem engde s tra te g ie ” .

H e t  k an  P  n atu u rlijk  overkom en d a t hij a f  en toe een v e r 
lies va n  — 3 z a l m oeten in casseren . H e t  in te re sse e rt ons echter 
o f hij op den duur b e te r  a f  z a l zijn door „h é ”  en „ v a s t ”  met 
gelijke w a arsch ijn lijk h e id  te kiezen, dan  d o o r steed s „ v a s t ”  te 
roepen. W ij kunnen ons bovendien  a fv ra g e n  o f een w a a rsc h ijn 
lijkheid  van  voorkom en (-| N , ^ N )  w e l de ju iste  is. M issch ien  
is er een betere  verd e lin g , die w ij vo o rlo p ig  door (p, 1 — p) 
vo o rste llen , w a a rd o o r  P  in N  p artijen  nog m eer kan  winnen, 
d .w .z. w a a rd o o r  zijn m athem atische v e rw a ch tin g  E  (P ) g ro te r 
w o rd t. D e  m athem atische v e rw a ch tin g  is dan  de gem iddelde 
w in st  p e r  p artij. D a a rb ij m oet hij e r op reken en  d a t ook Q 
zijn stra teg ieën  w illek e u rig  k iest, zo, d a t  „ h é ”  b ijv . q1 . N  k e e r  
voorkom t, „h o u ”  . N  en „ v a s t ”  qy N  k ee r. (ql + q̂  +  q3 =  I 
en qIt q2 en q3 zijn p o sitie f o f nul).
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W ij zullen nu de m athem atische v e rw a ch tin g  van  P  b e 
reken en  a ls  hij vo o r h et m aken va n  zijn keus een munt geb ru ik t

(P  =  i ) .

E { P )  =  ( |  • 3  +  \  ■ ~  2) q, +  ( i  • 2 + 1 . i )  <7„ +  (-1 . -  3 +  \  . 4) g3 =

=  i  ■ qi +  4  • q» +  i  • q3 =  i  +  Q* ■
H ie ru it  kunnen w ij concluderen d a t Q nooit „h o u ”  m oet kiezen. 

D a n  is nl. q2 =  O en E  (P ) ten hoogste
V e r d e r  b lijk t d a t  E { P )  o n afh an k elijk  is va n  qT en qv  d e r

h alve  is P  zek er van  een gem iddelde w in st ^ p er p artij, w e lk e  
w aarsch ijn lijk h e id sverd e lin g  Q ook to ep a st. Q h eeft e r dus 
n iets a an  om te w eten  d a t  P ’ s ve rd e lin g  (- ,̂ ^) is . D e  optim ale 
gem engde s tra te g ie  v o o r P  is h ier dus (-jj, -|).

W ij verm oed en  d a t  er ook v o o r Q een verd e lin g  m oet zijn, 
zo, d a t  P  e r n iets aan  h eeft deze te kennen. (H ij h eeft er n a 
tuurlijk  w e l w a t  aan  te w eten  w a t  de volgend e zet van  Q zal 
zijn !).

In  d a t  g e v a l is de th eorie ju is t  en kunnen w ij op een s t a 
b iele oplossing rekenen.

W dj schrijven  de m athem atische v e rw a ch tin g  v o o r P  nog eens 
o p ; de verd e lin g  van  P  ste llen  w ij (/>, I — p )  en die va n  Q 

(?. 1 -  ?)•

E { P )  =  z p q  -  3 / ( i  - g ) - 2  (i  - P ) . g  +  4 ( i  - p ) ( i  -  q) =
=  (I - 2 / )  ( 3 1 - 6 <?) +  | .

S te l  nu d a t  P  b e w u st ,,h é”  v a k e r  w il  k iezen dan  „ v a s t ” , dus 
p ^ > \ ,  dan  is ( i  — 2 p) >  o. In  d a t g e v a l k an  Q door q —  I te 
kiezen E  (P )  z eer n e g a tie f m aken.

S te l  d aaren tegen  d a t  P  v a k e r  „ v a s t ”  k iest, dus p < ^ j ,  dan  
w o rd t  ( j  — 2 ƒ ) <C O. N u  k an  Q door q =  O te nem en w e e r  E ( P )  

zeer n e g a tie f m aken.
D ez e lfd e  red en erin g ge ld t vo o r Q. H ij m oet q zo kiezen d at 

p  geen invloed m eer h eeft in de verge lijk in g  v o o r  E  (Z3). D a t

b eteken t d a t hij q
3 t 7
— =  —  m oet kiezen, w a a rd o o r  de term

6  12
( i  — 2 p) (3^ — 6 q) ve rd w ijn t. In  d a t g e v a l h ee ft P  e r n iets aan  
de gem engde s tra te g ie  van  Q te  kennen, w a n t een w ijziging 
in de keuze van  p  le v e r t  geen v e rg ro tin g  van  E  (P ) o p ; d a a r  
kom t nog bij d a t Q zijn stra te g ie  ten nadele van  P  k an  w ijzigen  
zod ra  p  is.

W ij  hebben dus nu een stab ie le  oplossing gevonden v o o r het 
tw e ed e  sp e l:
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vo o r P  de gem engde stra te g ie  ( „h é ” , „h o u ” , „ v a s t ” ) = ( | ,  O,-|) 

vo o r Q de gem engde s tra te g ie  („h é ” , „h o u ” , „ v a s t ” ) = ( — , O,—
12 12

E{P) = \= - E(Q)
Q k an  w e lis w a a r  geen munt gebru iken  a ls  kan selem ent, m aar 

in d it g e v a l is b ijv . de secon d ew ijzer va n  zijn h orloge h eel ge
sch ikt. V a l t  h et m om ent van  keuze in de e e rste  3 5  sec va n  
een m inuut dan k ie s t  Q „h é ” , v a lt  d it mom ent in de la a ts te  
2 5  sec van  een m inuut dan k ie st Q „ v a s t ” .

O n s b etoog  is ge ld ig  vo o r een g ro o t a a n ta l p a rtije n . A ls  er 
slech ts één p a rtij gesp ee ld  w o rd t, s taa n  e r  v o o r P  tw e e  w egen  
open : o f zijn gem engde stra teg ie  spelen , dan  is E  (P )  =  m aar 
ook r isk e e rt  hij dan  h et v e rlie s  va n  — 3 : o f zijn zg. „p u re ”  op
tim ale s tra teg ie  „ v a s t ”  kiezen en een v e rlie s  van  m axim aal — 2 
a a n v a ard en .

N o o t  2 ) Mathematische form ulering.

A ls  de m atrix  geen zad elp u n t h eeft, dus m ax min f  (x,y) <C
y

min m ax f  (x ,y ), dan m aken de sp e lers  gebru ik  van  een com-
y *

binatie  van  strateg ieën .

D e  sp e le r  P  k ie st  een gem engde stra teg ie  P ,  w a a r in  de
stra te g ie  X; voorkom t met w aarsch ijn lijk h e id  p i.

—► m
P  =  |A A  • • ■ -Pm | en 2 p i  =  I .

D e  sp e le r  Q k ie st  Q =  \ qz . . . . qH\ en 2  q; =  1
I

—y  — ►

D e  m athem atische v e rw a ch tin g  va n  P  is E  (P , Q) =

n m

=  A  A l  +  A  q* A * +  • • • =  2  2  p x qy vxy
y —  i  xz= .i

P a en Qa zijn optim ale stra teg ieën , a l s :

E ( P ,  Qa) < E ( P 0, Qo) 2* E ( P 0, 0 ,  dus o o k :
—► —► —>■ —y

max min E  (P , Q) =  min m ax E  (P , Q)
—► —► —►
P  Q Q P

D e  grooth ed en  m ax min E  en min m ax E  b e sta a n  a ltijd  
en zijn gelijk .

S te l n u |d at P  en Q besch ikken  o v e r  een oneindig a a n ta l
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stra teg ieën . D it  is b ijv . h et g e v a l bij het duel. D e  keuze 
van  een s tra teg ie  is de keuze van  h et moment, w a a ro p  
geschoten  w o rd t. D e  „ w in s t ”  is nu een continue functie 
M (x,y ')  (in het eenheids v ierk an t).
In  p la a ts  van  een d iscrete  w aarsch ijn lijk h e id sverd e lin g  
w o rd t nu een d istribu tie fu n ctie  geb ru ik t, s te l F  (x) door 
sp e le r  P ,  en G  (y)  d o o r Q. E v e n a ls  in h et d iscrete  g e v a l 
b e sta a n  a ltijd

I I

m ax min ƒ ƒ M  (x ,y  ) d  F  (x) d  G  (v) en

min m ax
G F

ƒ ƒ M  (x ,y) d  F  (x) d  G  (y)

en zijn a ltijd  aan  e lk a a r  gelijk . E r  zijn dus steed s optim ale 
stra teg ieën  F „ (x) en G0 (y )  te vinden v o o r P  en Q. (E e n  
d istribu tie fu n ctie  F  (a) gee ft de w aarsch ijn lijkh eid  d a t het 
gekozen g e ta l op zijn h oogst a is).

4. D e grafische oplossingsm ethode.

A lgem een  kunnen w ij v o o r de op lossin g va n  een sp el vo o r 
tw e e  personen  (m et één zet vo o r elk) deze richtlijnen  g e v e n : 
O n d erzo ek  de m a trix  van  het spel, d .w .z. ve rg e lijk  de minima 
v a n  de rijen  en k ies  h et gro o tste  minimum (m ax. rij-m in.) a ls  d a t 
m ogelijk is. V e rg e lijk  ook de m axim a van  de kolom m en en k ies 
d a a rv a n  de k le in ste  (min. ko l.-m ax.) a ls  d a t  m ogelijk is. A ls  nu 
m ax.rij-m in. en min. kol.-m ax. sam envallen  in de m atrix  (het 
eerste  spel is h ier een v o o rb ee ld  van ) dan h ebben w ij de op 
lossin g a l  g e v o n d e n : v o o r P  de stra teg ie , die b eh oort bij de rij 
m et het g ro o tste  minimum, v o o r  Q de s tra teg ie , die beh oort bij 
de kolom  m et het k le in ste  maximum en

m ax rij-min v  (P ) =  v  (P ) 0pt =  — v  (Q)opt =  min kol-max v  (P )

^V ij zeggen d a t spelen va n  deze so o rt een m a trix  hebben 
m et een „z a d e lp u n t” . E e n  zad elpun t is d a t  elem ent va n  een 
m atrix , d a t  zow el het k le in ste  elem ent is van  de rij w a a r in  het 
lig t, a ls  het g ro o tste  elem ent van  de kolom  w a a rto e  h et b e
h oort. V isu e e l kunnen w ij ons vo o rste llen  d a t het zad el a ls  
h et w a re  in horizontale richtin g lig t m et de stijgbeugels in één 
va n  de kolom m en, te rw ijl w ij e r  bovenop kijken.

A ls  een sp e l even w el geen zad elpun t h eeft, d .w .z. d a t  m ax. 
rij-m in. en min. ko l-m ax. n iet sam en vallen  o f n iet a an w ez ig  zijn, 
dan m oeten w ij de keus o v e r  versch illen d e stra teg ieën  verdelen ,
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zod at elk  met een b e p a a ld e  w aarsch ijn lijk h e id , m aar overigens 
w illek eu rig , voorkom t. (H e t  tw e ed e  sp el is h iervan  een v o o r
beeld). I n p la a ts  va n  pure w in st o f v e r lie s  van  P  kom t nu de 
„m ath em atisch e v e rw a c h tin g ”  van  P , E  (P), in een nieuw e tabel 
te staan , de „p u re ”  stra teg ieën  w o rd en  ve rvan g en  door gem engde 
strateg ieën .

W ij b ew ere n  nu d a t de m a trix  va n  de n ieuw e ta b e l altijd  
een zad elpun t h eeft, (het m athem atisch  b e w ijs  v in d t men in : 
M c K i n s e y ’ s „In tro d u c tio n  to the T h e o ry  o f G a m e s” ).

W ij kunnen dus a ltijd  een op lossin g v in d e n : vo o r P  de g e
m engde s tra teg ie , die b eh oort bij h et g ro o tste  minimum van  zijn 
m athem atische v e rw a c h tin g  E ( P ) ,  v o o r Q de gem engde s tra te g ie , 
die b eh oort bij h et k lein ste m aximum va n  E  (P ) en

m ax rij-min E  (P ) =  E  (P)„pi =  -  E  (Q)„p/ =  min kol-max E  (P )

T e r  verd u id elijk in g  zullen w ij nog eens h et tw e ed e  sp e l op
lossen  en nu gebru ik  m aken van  grafieken  (d it zijn dus a fb e e l
dingen van  de E  (A ^-tabel). D e  ta b e l w a s  inm iddels gered u ceerd  
t o t :

Q ro e p t :

„h é ” „ v a s t ”
P  r o e p t : „ h é ” 3 — 3

„ v a s t ” -  2 4

P  ro e p t  „ h é ” en „ v a s t” , re sp . m et een  w aarsch ijn lijk h e id  p  en 
I - p .

Q r o e p t  „ h é ” en „ v a s t” , re sp . m et een  w aarsch ijn lijk h e id  q en 
I -  q .

A ls Q a lleen  „hé  ro e p t  is q = I en de m ath em atisch e  v e r 
w ach tin g  v an  P  k a n  w o rd e n  v o o rg es te ld  d o o r een re c h te  lijn:

E  (P ) = P -  3  +  (I - / ) •  -  2 =  SP -  2 

A ls P  n u  a lleen  „h é ” ro e p t  is p  =  I 

en E  (P )  =  3 . A ls P  a lle en  „ v a s t” 
ro e p t  is p  = O en  E  (P )  =  — 2. D a a r 
mee h eb b en  w e de rech te

E  (P )  =  SP -  2, q =  I (fig. 1) v astg e leg d .

A ls Q a lleen  „ v a s t” ro e p t, is q =  O. 
N u  k a n  E  (P )  w o rd en  v o o rg es te ld  d o o r
E ( P )  = p .  -  3 +  ( i  - p ) .  4 =  -  7 P P  4-Fig.1.

O
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V o o r  elke andere q, die dus van  O 
tot I kan  va rië ren , w o rd t E  (P) v o o r
geste ld  door een lijn u it de bundel

E (p ) =  q (S P ~  2) +  (I -  q) ( -  7P  +  4) 
( f i g .  2 ) .

In  p la a ts  van  q exp lic iet te sch rij
ven  kunnen w ij d it ook m et p  doen. 
W ij krijgen  dan een n ieuw e bundel 
met ö a ls  p aram eter.

E ( P ) = p ( 6 q -  3) +  ( l 
( f i g .  3 ) .

- / ) ( -  6 ?  +  4 )

T en slo tte  kunnen wij beide grafieken  
to t één dried im ensionale gra fiek  v e r 
enigen. H e t  zad el vorm ige k a r a k te r  
van  E  (P)  kom t d a a rin  duidelijk  to t 
uiting. H e t  zad elpunt is het b asisp u n t 
(snijpunt) van  de beide bundels.

Q kan  door v a r ia t ie  van  q de h el
ling veran d eren  van  de lijn E { P )  

(g ra f. 2 ). D e  optim ale stan d  van  deze 
lijn is v o o r Q de horizontale . In  d a t  g e v a l h eeft P  e r  n iets 
aan  om q te kennen, w a n t  bij w ijzig ing van  p  b lijft  E  (P ) toch 
gelijk . E en  k lein ere E  (P ) dan die van  het zadelpunt k an  Q door

Fig. 4 .



geen enkele v e ran d erin g  va n  q b ew erk ste llig e n , m its P  zich 
houdt aan  p  opt. (fig. 2).

D e  minim a van  E  (P ) vo o r elke p  liggen op de o n derste  ge
arce erd e  gebroken  lijn (fig. 5 ), de m axim a op de b oven ste. W ij 
zien d a t h et k lein ste m aximum en h et gro o tste  minimum in het 
b asisp u n t sam en vallen . A ls  Q zijn s tra te g ie  ,,h ou '’ w il  mengen 
m et „h é ”  o f „ v a s t ”  o n tstaan  tw e e  an d ere zadelpunten , z2 e n z 3 , 
door snijding m et de lijn

E  ( P )  =  p.  2 +  ( i - p ) .  i

die geld ig  is v o o r  het g e v a l d a t  Q a lleen  „h o u ”  gebru ikt. M a a r  
elk  van  deze beide n ieuw e zadelpunten  zou vo o r E  een g ro tere  
E  ( P ) betekenen . D it  is dus de m ethode om grafisch  te on d er
zoeken w e lk e  stra teg ieën  Q n iet moet gebru iken  a ls  hij o ver 
m eer dan tw e e  besch ikt.
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W ij m oeten nu nog p  en q u it de gra fieken  2  en 3  op lossen . 
D a a rb ij m aken w e  geb ru ik  van  de gelijkvorm igh eid  van  de tw ee  
ge arcee rd e  drieh oeken  (fig. 6). D a n  is bx : b2 =  h^\ k2 , o f het v e r 
schil tu ssen  de elem enten van  de b o ven ste  rij (b,) s ta a t  to t het 
ve rsch il van  de elem enten van  de on derste  rij (b2) a ls  ( i  — p) 
s ta a t  to t p . D it  is h etzelfd e a ls  : h et ve rsch il van  de elem enten 
v a n  de lin k er kolom  s ta a t  to t het ve rsch il van  de elem enten 
va n  de rech terko lom  a ls  ( i  — q) s ta a t  to t q. D a a rm e e  hebben 
w e  dus m eteen een vu istreg e l gevonden v o o r de op lossin g va n  
spelen m et tw e e  stra teg ieën  ( 2 X 2  m atrix). D e  op lossin g va n  
spelen m et een gro te re  m a trix  kunnen w ij slech ts door b e re k e 
ning u itvoeren . D e  fo rm u les, die d a a rv o o r  ge b ru ik t w o rd en  
v in d t men in het b oek  van  M c K i n s e y .

5 . S trateg ische spelen in ex ten sieve vorm .

E e n  stra te g ie  sch rijft  v o o r hoe een sp e le r  dient te handelen  
in elke  m ogelijke s itu atie , die zich tijd ens het sp el k an  vo o r-
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doen. D a a ro m  w a s  de benam ing „ s t r a te g ie ”  v o o r  één zet van  
een sp e le r  in de vo rige  p a r a g r a a f  w e lis w a a r  nogal ruim, m aar 
toch in fe ite  ju ist.

W ij w illen  nu de op lossin g zoeken van  spelen, w a a rb ij een 
partij b e s ta a t  uit m eer dan tw e e  zetten. E e n  vo o rb ee ld  h ier
va n  is sch aak . A ls  het m ogelijk is om ied ere p a rtij van  een 
sp el v o o r te ste llen  door de com binatie van  een s tra te g ie  van  
P  m et een s tra teg ie  van  Q, dan is h et sp el te red u ceren  tot 
een spel m et slech ts één zet v o o r  elke speler. D eze zet is de 
keuze van  een optim ale s tra te g ie . W ij noem en d it een reductie 
va n  de „e x te n s ie v e ” vorm  van  h et sp el tot de „g e n o rm a lise erd e”  
vorm . D e  stra teg ieën  van  P  en Q w o rd en  hierbij in tabe lvorm  
op gesch reven  en de oplossing van  de gen orm aliseerd e vorm  is 
dan  te vinden m et de m ethode uit de vo rige  p a ra g ra fe n .

A ls  vo o rb ee ld  zullen w ij nu een spel m et b rid g e k a a rte n  r e 
duceren to t de gen orm aliseerd e vorm . D it  spel b e s ta a t  u it drie 
z e tten : P  d oet de ee rste  zet en de d erd e zet, Q de tw eed e . 
E lk e  zet v e rteg e n w o o rd ig t een keuze uit tw e e  m ogelijkheden. 
W ij  gaan  uit van  a lle  k a a rte n  beneden de tien. V ie r  k a a rte n  
van  d it s te l w o rd en  open n eergelegd , zoa ls bij b ridge noemen 
w ij ze noord, oost, zuid en w e st . E en  v ijfd e  k a a r t  w o rd t  open 
in het m idden gelegd . A lle  rod e k a a rte n  tellen  p o s itie f en alle 
z w a rte  n egatie f, dus h a rte n -v ijf h eeft de w a a rd e  +  5, k la v e r 
v ie r  de w a a rd e  — 4.

O m d a t w ij v e rd e r  a lleen  m et de som van  de k a a rte n  noord 
+  zuid en oost +  w e s t  te m aken krijgen , sch rijven  w ij deze som 
resp . a ls  nz en o w ; de w a a rd e  van  de k a a r t  in h et m idden 
duiden w ij met m aan .

In  de ee rste  zet k ie st  P  hetzij nz, hetzij ow. V e rv o lg e n s  
m aak t Q een keus u it de k a a r t  in het m idden (m) en de o v e r
geb leven  com binatie nz o f ow. T en slo tte  k ie st  P  ve rm en igvu l
digen o f optellen. D e  w in st van  P , d it is h et v e rlie s  van  Q, 
w o rd t  nu a ls  v o lg t  b e re k e n d : A l  n a a r  ge lan g  P  de la a ts te  
keuze b e p a a ld  h eeft, w o rd t  h et ge ta l, d a t u it zijn eerste  zet 
voortgekom en is, verm en igvu ld igd  met, o f op geteld  bij het ge ta l, 
d a t u it de keuze va n  Q is voortgekom en . W hj w illen  d it aan  
de hand van  een v o o rb ee ld  verd u id elijken . H ie r  is nz =  — 1, 
ow =  — 5 en m =  2.

[noord =  -  4]
[ w e s t  =  -  3] — [ m i d d e n  =  4- 2 ] -  [ o o s t  =  — 2 ]

[zuid =  +  3]

S te l  d a t  P  nz k iest, ve rvo lg en s k ie st  Q m en ten slo tte  k iest
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P  verm enigvuld igen . N u  k r ijg t  P  va n  Q het b e d ra g  — 1 X 2  =  
=  — 2, d .w .z. hij m oet tw e e  cent b eta len . W ij geven  nu d it 
v o o rb ee ld  in een schem a w e er, w a a r in  elke m ogelijkheid is o p 
genomen (de zg. ex ten sieve  vorm ).

P kiest: Q kiest: P kiest: P krijgt: 
nz.m = - 2
n z  + ra = +2nz.ow = +5
nz + ow = - 6
ow.ra = - 1 0
ow + ra t= -  3
ow.nz = + 5
ow + nz = - 6

K en  p artij van  dit spel k an  dus op 8 m anieren gesp ee ld  w o rd en . 
H e t  is de ta a k  van  de sp elth eorie  h ieru it een optim ale s tra te 
gie v o o r P  en vo o r Q te vinden .

D e  oplossing kan  op dezelfde w ijze w o rd en  gevonden a ls  in 
het vorige  spel, a ls  w ij de stra teg ieën  in een ta b e l opsch rijven . 
O m  dit te vergem akkelijken  voeren  w ij een sym bolische n o tatie  
in. A ls  v o o rb ee ld  moge een w illek eu rige  s tra te g ie  va n  P  d ienen : 
,.K ie s  e e rst  nz\ a ls  Q dan  m k iest, neem dan optellen , m a a r a ls  
Q ow k iest, neem dan verm enigvu ld igen” . D it  w o rd t  nu gesch reven  
a ls :  (n z )(m l+ , özc/X ).

W ij sch rijven  nu het gehele sp el in d e  gen orm aliseerd e vo rm :

P: 0 :

rij-min.(nz/m, ow/m) (nzjmyOwjnz) (nzlow,owlm) (nz/ow, ow\nz)

(nz) (m /y ,o w /y ) — 2 — 2 + 5 +  5 -  2
(nz) (m /y,ow /+) — 2 — 2 -  6 - 6 -  6
(nz) (m l+ ,ow/y) +  i 4 i +  5 +  S 4- I

(nz) (m/+,ow/+) +  i +  i - 6 - 6 -  6
(ow) (?«/X, nz /X ) — I O +  s — I O +  5 -  10
(ow) (m/y,, nz 1+) -  10 -  6 -  to - 6 -  IO
(ow) («z/+ , nz /X ) -  3 +  5 -  3 +  5 -  3
(ow)(m/+,nz /+) -  3 -  6 -  3 - 6 -  6

kol. max. ' t l  +  5 + 5  +  5

R e ch ts  va n  de ta b e l zijn reed s de rij-m inim a op gesch reven  
en onder de ta b e l de kolom -m axim a. H e t  b lijk t d a t  m ax.rij-m in. =  
m in.kol-m ax. =  +  I, e r  is dus een zad elp u n t en de optim ale 
stra teg ie  vo o r P  lu id t : (nz) (m /+, o w /y), te rw ijl die v o o r  Q i s :  
(nzjm, owjm). Q b e ta a lt  +  I aan  P .
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"Wij v ra g e n  ons nu a f  o f h et ook m ogelijk is om een o p lo s
sing te vinden als P  en Q ons k a a rtsp e l „b lin d ”  spelen, d .w .z. 
a ls  zij van  e ik a a rs  zetten niet vo lled ig  op de hoogte zijn. D it  
kunnen w ij b ew erk ste llig e n  door P  te la ten  opsch rijven  w a t  hij 
in de eerste  en derd e zet z a l doen en aan  Q te v ra g e n  om h et
zelfde te doen v o o r de tw e ed e  zet. V e rv o lg e n s  berekenen  w ij 
de u itkom st vo lgen s de sp e lre g e ls  aan  de hand van  de door P  
en Q opgegeven  strateg ieën .

H e t  versch il tussen  de speelm ethode met „vo lled ige  in fo rm a
t ie ’ en die m et „in com plete in fo rm atie”  kunnen w ij w e erg ev e n  
in het exten sieve  schem a. D it  doen w ij v o o r de vertak k in g s- 
punten w a a rtu sse n  een sp e le r  geen onderscheid  kan  m aken 
(om dat hij n iet w e e t w a t  in de vo rige  zet gebeurd  is) gezam en
lijk  te omlijnen. B innen  een omlijning s ta a n  dus een a a n ta l pun
ten, w a a rv a n  w ij kunnen zeggen d a t zij beh oren  to t dezelfde 
verzam elin g ; d it is  a .h .w . een „in fo rm atie-verzam elin g” . V o lle 
d igh eid sh alve  w o rd en  ook de „verzam elin g en ” , die u it slech ts 
één elem ent b esta an , omlijnd.

H e t  ee rste  schem a d) s te lt  het k a a r tsp e l voor, zoa ls d it m et 
vo lled ige  in form atie w o rd t  gespeeld . H e t  schem a U) s te lt  h et 
g e v a l v o o r d a t P  en Q va n  e ik a a rs  zetten  niet op de hoogte 
zijn : Q b ijv . w e e t  n iet o f zijn keuze, l in k sa f  o f re ch tsa f, b e 
trek k in g  h eeft op het boven ste  o f o n derste  punt van  zijn v e r 
zam eling.

H e t  d erd e schem a c) s te lt  vo o r d a t  de oorsp ron kelijke  sp e le r  
P  is vervan g en  door een team  van  sp e le rs  P ' en P ", te rw ijl 
sp e le r  P '  n iet op de hoogte is van  w a t  P ' in de eerste  zet ge
d aan  heeft.
D e  m ogelijkheid c) la ten  w ij h ier buiten beschouw ing.

W ij zullen nu het g e v a l b) oplossen  om te zien o f er v e r 
schil is  m et h et g e v a l a).
E e n  stra teg ie  van  P  b e s ta a t  b ijv . u it : „ K ie s  nz en verm enig-
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vu ld igen ” , d it sch rijven  w ij a ld u s o p : (nz. X ) . D e  stra teg ieën  
v a n  Q zijn „m id d en ”  en „o v e rg e b le v e n  com binatie” .

P :

(m)
Q :

(ov.comb.) rij-min.

(nz, X ) -  2 +  5 -  2
(nz, + ) +  I -  6 -  6
(ow, X ) — I O +  5 -  I O

(ow, + ) -  3 -  6 -  6

kol- max. \l + i  +  s I

B lijk b a a r  va llen  max. rij-m in. en min. kol-max. n iet sam en. 
W ij  m oeten dus de gem engde s tra teg ieën  bereken en . D eze b lijken  
v o o r  P  te zijn : O/g» 7g, °» ° )  en v o o r  Q : (n /i4> Vu)- -£ m oet dus 
nz k iezen en m et gelijke w a arsch ijn lijk h e id  verm enigvu ld igen  o f 
optellen . Z ijn  m athem atisch e v e rw a ch tin g  is d a n :

E ( P )  =  b  -  2 +  b  +  i  =  -  i  =  2- +  5 +  i -  -  6 =  -

H e t  b lijk t dus w a a r  te zijn w a t  w ij in tu ïtie f a l kunnen a a n 
voelen , nl. d a t  h et on tb reken  va n  in form atie  v o o r  P  een v e r 
lies o p leve rt. T o e v a llig e rw ijz e  o n d ervin d t Q in d it sp el geen 
n ad eel van  h et in fo rm a tie g e b re k ; d it is ech ter geen regel.

M e n  k an  bew ijzen  d a t  spelen m et vo lled ig e  in form atie  altijd  
een zad elpun t hebben (sch aak).

M e t  ons k a a r ts p e l  kunnen w ij teven s dem onstreren  d a t  een 
sp e l m et incom plete in form atie  (g e v a l b) zo w el zond er a ls  met 
zad elpun t k an  voorkom en. H e t  is gem akkelijk  u it te reken en  
d a t  er geen zad elp u n t is (g ev a l b) a ls  m p o s itie f is , t e r 
w ijl nz en ow beid e n e g a tie f zijn. In  a lle  an d ere  voorkom ende 
m ogelijkheden h eeft de m a trix  w e l een zad elpun t, d .w .z. d a t in 
die g eva llen  dus ons k a a rts p e l even goed  „b lin d ”  a ls  „o p e n ”  ge
speeld  k an  w ord en .

6. C oalities.

In tegen stellin g  to t de th eorie  van  de „tw ee-p erso n en  spelen 
m et som nul” , die m athem atisch  een a fg ero n d  geheel vorm t, 
le v e r t  de th eorie  va n  a lle  o verige  k la sse n  van  spelen  nog ta l 
va n  m oeilijkheden op. H e t  ro te  prob leem  is de definitie van  
een „o p lo ss in g ” .

D e  op lossin g , zoa ls  w ij die v o o r  de tw ee-p erso n en  spelen  
geform uleerd  hebben, is n iet m eer a fd oen d e zo d ra  h et de sp e
le rs  to e g e sta a n  w o rd t  om coa lities  te vorm en. D it  is n atuu rlijk
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a lleen  m ogelijk bij spelen  v o o r  m eer dan tw e e  personen . D e  
..o p lo ssin g”  va n  een «-personen sp el m oet aanduiden  w e lk e  co a 
lities  ten slo tte  kunnen o n tstaan  en hoe de w in st onder de sp e lers  
v e rd e e ld  m oet w ord en . V o o rd a t  w ij h ier v e rd e r  op in gaan  v e r 
duidelijken  w ij het co a litieb egrip  a a n  de hand van  een d r ie ta l 
vo o rb ee ld en .

Z o la n g  coalitievorm in g n iet is to eg esta an  kunnen w ij e lk  w ille 
keu rig  «-personen  sp el in de exten sieve  vorm  oplossen . D it  le v e rt  
geen b ijzondere m oeilijkheden op. Z e lf s  het gebru ik  van  een 
kans-elem ent, b ijv . een d obbelsteen , k an  in h et ex ten sieve  sch e
m a w o rd en  w eerg eg even . D it  w o rd t dan aangeduid  a ls  de fic
tieve  sp e le r  O. A ls  vo o rb ee ld  geven  w ij h et schem a van  een 
lu k ra a k  verzonnen sp e l vo o r drie  personen . H e t sp el b egin t m et 
h et opgooien van  een munt. A l n a a r  ge lan g  kru is o f munt boven  
kom t is  de b eu rt aan  P  o f  Q. D e  sp e le r  R  is h iervan  ech ter 
niet op de hoogte, zoals aan  het schem a te zien is. In  de ta b e l 
s ta a t  de w in st  o f het v e r lie s  van  e lk  d er sp e lers  aan gegeven .

vf  Pi v ( q ) v ( R )
1 "3 2

5 4 - 9
- 7 2 5

e t c .

D e  m ethode, die w ij in p ar. 4  en 5  aan gegeven  hebben, ste lt 
ons in s ta a t  om optim ale stra teg ieën  v o o r  de drie  sp e lers  aan  
te geven .

H e t is ech ter b ijkan s van ze lfsp reken d  d a t b ijv . de sp e le r  P  
zal trach ten  door m iddel van  steekpenningen de keuze van  een 
s tra teg ie , door Q b ijvo o rb ee ld , te beinvloeden , om h ierd oor 
z e lf m eer w in st te kunnen beh alen  ten k o ste  va n  de derde 
sp eler. H e t  spel is een 2 -personen  sp el gew o rd en  tussen  de 
coalitie  P-Q  en de sp e le r  R .

W e lk e  van  de 3  co a lities  P-Q, Q-R  o f P -R  o n tstaan  zal is 
onder m eer a fh a n k e lijk  van  de sam en stellin g  van  de w in st  en 
v e r lie s  ta b e l. F ac to ren , die fe ite lijk  buiten het spel staan , b lij
ken ech ter mede van  invloed te zijn. E xp erim en ten  hebben b ijv . 
aan getoon d  d a t de socia le statu s van  de sp e lers  d ik w ijls  to t de
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vorm ing van  b ep a a ld e  co a lities  aan le id in g  geeft. A fgez ien  van  
extern e fac to ren  k an  de voorsp ron g, die één van  de spelers 
b eh aa ld  h eeft in h et sp e l zelf, e r  de o o rzaak  van  zijn d a t  de 
overigen  zich sp o n taan  aaneenslu iten . D eze co a lities  zijn echter 
zeer in s ta b ie l; zod ra  een van  de coalitiegen oten  een p otentieel 
g e v a a r  v o o r de an d eren  is gaan  vorm en, k e e rt  een nieuw e coalitie 
zich onm iddellijk  tegen hem.

H e t  o n tstaan  va n  een coalitie  is n atu u rlijk  gebonden aan  de 
v o o rw a a rd e  d a t  deelnem ing een sp e ler g ro tere  w in st m oet g a ra n 
deren  dan hij a lleen  zou kunnen beh alen . In  fo rm u le :

v  (P  +  Q ) '> v  (P) +  v  (Q)

A ls  tw e ed e  vo o rb ee ld  besch ouw en  w ij de k la sse  van  spelen 
w a a rb ij de som va n  w in st  en v e r lie s  n iet gelijk  is aan  nul.

W ij  ga a n  u it va n  een eenvoudig spel v o o r  tw e e  personen , 
P  en Q. E lk  van  de beide sp e le rs  dient o v er een afzonderlijke 
sp e lm a trix  te b e sc h ik k e n : de som van  de corresp on d eren d e 
elem enten is niet nul, het v e rsch il w o rd t  a an g e vu ld  b ijv . door 
een b an k  o f de natuur. E e n  d erge lijke  s itu atie  k an  zich v o o r
doen a ls  de w aard en o rm en  van  de beide sp elers n iet identiek  
zijn, zoals v e e la l bij m ilita ire  teg en stan d ers h et g e v a l is.

D e  m atrices van  P  en Q nem en w ij b ijv .:

P : - 2  + 5 Q : 1CO+

+  i -  6 -  3 + 4

D e optim ale gem engde s tra te g ie  v o o r P  is : (-|, 1 ) : E  (P ) =  - |

„  Q ( * , * ) :  E ( Q ) =  +  \

W ij h erinneren  e r  even  aan  d a t E  (P) de m athem atische v e r 
w ach tin g  van  P  v o o rs te lt  a ls  hij een gem engde s tra te g ie  k iest 
en v  (P) de w in st is van  P  a ls  hij een enkelvoud ige (zg.pure) 
stra te g ie  h eeft gekozen.

L a a t  ons ech ter eens vo o rste llen  d a t P  en Q a fsp re k e n  d a t 
P  de s tra te g ie  k iest, behorende bij de boven ste  rij en Q de 
s tra te g ie , behorende bij de re ch ter kolom . H un gezam enlijke 
w in st  b e d ra a g t in d a t g e v a l ( +  5 H---- 2) =  3. Z o n d e r  sam en
w e rk in g  zou hun w in st gem iddeld ( — i- t -  +  |) =  o zijn gew eest. 
H e t  is dus duidelijk  d a t  zij een coalitie  m oeten sluiten tegen 
de b an k  o f de n atuu r, die wij a ls  een fictieve sp e ler kunnen 
o p vatten . D eze h eeft ech ter geen in vloed  op h et verlo o p  van  
h et spel. H e tz e lfd e  ge ld t v o o r  spelen van  deze so o rt m et m eer 
dan  tw e e  personen.

W ij kunnen nu nog niet u itrekenen  hoe P  en Q de w in st
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m oeten verd elen . H e t  is ech ter logisch  d a t zij tenm inste zoveel 
krijgen  a ls  hun w in st zou zijn g e w e e st zonder coa litie . V a n  het 
re sta n t k rijg t P  een deel 1 ja en Q (i — l/ö). W ij kom en dan 
to t een oplossing van  de volgende ged aan te  :

P ; de stra teg ie  behorende bij de boven ste  rij, v  (P ) =  — -g +  '/«• 3 
Q-. „  „  „  „  » re ch ter kolom ,

v(Q)  =  +  i  +  ( ï -  7 «)• 3

W ij hebben in de vo rige  tw e e  voorbeeld en  kunnen zien d a t 
zod ra  m eer dan  tw e e  sp elers a an  het sp e l deelnem en, hun b e 
langen  niet m eer steed s lijn recht teg en o ver e lk a a r  staan . D e  
coalitievorm in g m aak t het essentiële ve rsch il u it tussen  de 
spelen  vo o r tw e e  personen en die vo o r m eer dan  tw e e  personen. 
In  het derd e vo o rb ee ld  brengen  w ij d it a sp ect s te rk  n a a r  voren . 
W ij  besch ouw en  een d n e-p erson en  sp el w a a r in  het enige doel 
van  de sp elers de vorm ing van  een coalitie  (S) is. Z o d r a  tw ee  
d er spelers een coalitie  gesloten  hebben is de p artij beëindigd. 
D e  coalitie  (S) w in t een gulden van  de d erd e speler. In fo rm ule : 
v  (S) =  I .  D e  w in st van  e lk  d er coalitiegenoten  zal on getw ijfe ld  
een h alve  gulden b ed rag en  : indien een van  hen tra ch t om m eer 
dan  de h a lve  w in st te bedingen z a l de an d er de v o o rk eu r 
geven  aan  de derd e sp e le r  a ls  p a rtn er.

D e  drie  m ogelijke co a lities en w in stverd e lin gen  sam en v o r 
men een stab ie le  oplossing, die w ij in een ta b e l sam en vatten .

gevorm de coalitie

S = P + Q 5 =  P + R 5 =  Q +  R

W in s t  van  sp e ler P  : 

>> 1* ft Q '
„  „  R :

V .
Vs

— I

1/
/ 2

— I
1// 2

— i

V .
V .

W ij zien dus d a t een oplossing van  een 3 -personen sp el een 
verzam eling is va n  w in stverd e lin gen , die onderling g e li jk w a a r
dig zijn. M en  k an  zich geen andere verd e lin g  van  de w in st in
denken, die door een m eerderh eid  van  de sp e lers  g e p re fe re e rd  
zou w ord en  boven  die van  de oplossing. D e  oplossing ve rteg e n 
w o o rd ig t a .h .w . een even w ich tsto estan d . H e tz e lfd e  ge ld t ook 
vo o r sp elen  m et een w illek e u rig  a a n ta l (tl) personen.

D e  oplossing, die wij in ons vo o rb ee ld  hebben aan gegeven , 
is niet de enige v o o r het 3 -personen spel. In p la a ts  van  1 (gulden)
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kunnen w ij aan  de coalitie  een w in st v  (S) =  c toekennen, w a a rb ij 
c v a r ie e r t  van  nul to t een. D it  kom t o vereen  m et h et econo
m ische (sociale) versch ijn se l d a t de u itgeslotene v r ijw e l m achte
loos is en geheel (c =  i) o f in m indere m ate ( r < j i )  u itgebu it 
k an  w ord en .

O n s derd e vo o rb ee ld  is v o o r  de 3 -personen spelen  b e lan g
rijk  om dat e lk  sp el u it deze k la sse  stra teg isc h  a e q u iva le n t is 
m et d it vo o rb ee ld . T w e e  spelen  zijn stra teg isc h  aeq u iva le n t a ls  
het m ogelijk is om d.m .v. com pensaties, v o o rd a t de p artij b e
gonnen w o rd t, de w in stverd e lin gen  van  beide spelen  aan  e lk a a r  
gelijk  te m aken zonder d a t  het verlo o p  van  de p a rtij h ierd oor 
w o rd t  versto o rd .

D e  w in st v  {S) van  een coalitie  h eeft een b ijzondere naam , 
k a ra k te r is t ie k e  functie, die a fk o m stig  is u it de verzam elin g sleer. 
D e  w in st is nl. a fh a n k e lijk  van  de sam en stellin g  van  de co a
litie. H ie r  zijn h et de deelnem ers aan  de coa litie , in de v e r 
zam elin gsleer de elem enten van  de verzam eling, die de functie 
bepalen .

D e gro o tte  va n  v  (S) kunnen w e  berekenen  m .b.v. de theorie 
d e r 2-personen spelen.

D e  stra teg ie  (a) va n  een coalitie  denken w ij opgebouw d uit 
de stra teg ieën  van  de deelnem ers (a^, . . . a , . . .). D e  stra teg ieën  
van  de sp e le rs , die n iet to t de coalitie  beh oren  (/?,-) kunnen wij 
eveneens to t één stra te g ie  (/3) sam envoegen. H e t  «-personen  
sp e l is zo vereenvou d igd  to t een sp e l vo o r tw e e  groepen , m et 
som n u l: v  (S) =  v  (N  — S). W ij kunnen nu de optim ale s t r a te 
gieën zoeken, op dezelfde w ijze a ls  vo o r h et 2-personen spel, 
door de rij-m inim a en kolom -m axim a te bepalen . A ls  w ij de 
stra teg ieën  a in de rijen  p laa tsen  en de stra teg ieën  /3 in de 
kolom m en, dan is de w in st van  de coalitie  de k a ra k te r is t ie k e  
functie

v  (S) =  maxa minft E  (S) =  min ft m axa E  (S).

W ij h ebben  h ier de n otatie  ge b ru ik t v o o r  h et algem ene ge
v a l va n  gem engde stra teg ieën  (a, /?) en m athem atische v e rw a c h 
ting E( S ) ,  h oew el pure (enkelvoudige) stra teg ieën  n atu u rlijk  n iet 
u itgesloten  zijn.

D e  th eorie (van v. N e u m a n n )  tra ch t m .b.v. de k a r a k te r is 
tieke  functie en h et begrip  stra teg isc h e  aeq u iva len tie  a lle  o p lo s
singen van  «-personen  sp elen  te vinden. D it  is to t nog toe 
slech ts m ogelijk geb leken  vo o r de 3- en 4-personen  spelen. 
B oven d ien  is h et experim en teel n iet ev id en t d a t sp e le rs  inder-
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d a a d  vo o rd e e l kunnen tre k k e n  u it de kennis van  de k a r a k te 
ristie k e  functie en de op lossin g va n  h et spel.

M en  tra ch t nu op andere w ijze het probleem  te ben aderen ,
o.a. door, u itgaan d e van  een n ie t-co ö p eratie f spel, add itionele 
sp e lrege ls  op te stellen  om trent onderlinge a fsp ra k e n , om koop- 
sommen, com m unicatiem ogelijkheden, enz., die stap  vo o r stap  
de vorm ing va n  co a lities  m ogelijk m oeten m aken.

M en  is ech ter nog n iet zover gevo rd erd  m et deze theorieën  
d a t w ij h ierop  in kunnen gaan .

Besluit.

O nze sch ets van  de theorie is geenszins vo lled ig . R ecen te  
on tw ikkelingen  in de m ethode van  oplossen en versch illend e 
soorten  van  «-personenspelen  zijn geheel buiten besch ouw ing 
gelaten . O o k  bluffen en sign aleren , zoa ls d it resp . bij p oker en 
b rid g e  w o rd t  to eg ep a st, zijn niet genoem d.

B ij de beoord eling va n  de activ ite it, die m om enteel in de 
on tw ikkelin g  van  de spelth eorie  h eerst, bedenke men v o o ra l 
d a t h et spel slech ts een m odel is, w a a rv a n  de theorie zich bed ient.

D e  m ilitaire toep assin gen  liggen  voornam elijk  op het gebied 
van  de tw ee-p erson en spelen , b ijv. het duel, verd e lin g  van  strijd 
krach ten  o ver versch illend e a an va lsw eg en , aan leggen  van  opti
m ale vo o rrad en , e.d.

O o k  in de telecom m unicatie-theorie w o rd t  gebru ik  gem aak t 
van  de spelth eorie , v o o ra l ook van  de statistisch e  u itbreid ing 
h iervan  ( W a l d ,  S ta t is t ic a l D ecision  Functions). D a a rb ij w o r 
den ru is en an d ere storend e invloeden  o p g e vat a ls  de „ te g e n 
spelende n a tu u r” . D e  optim ale stra teg ie , die w ij tegen  de n a
tuur m oeten to ep assen  vo lgen s h et m ini-m ax principe, le v e rt 
de vo o rw a a rd e n  vo o r optim ale detectiem ethoden, optimum filters 
en optim ale codering.

D e  theorie van  de tw ee-p erson en sp elen  w o rd t  in het a lg e 
meen m eer to eg ep a st dan die van  de «-personenspelen . E n e r 
zijds lig t d it aan  de veelvu ld igh eid  w aa rm ee  het zu iver tegen 
geste ld  gerich t handelen  in de p ra k tijk  voorkom t, anderzijd s is 
d it te w ijten  aan  het on tw ikkelin gsstad ium  w a a r in  de theorie 
van  de «-personenspelen  v e rk e e rt.

In  het d age lijk se  leven  m oet een ie d e r w e l eens u it v e rsch il
lende ged ragslijn en  kiezen. In  p la a ts  va n  op goed geluk  k an  men 
de ju iste  s tra teg ie  vinden met behulp van  het m ini-m ax principe. 
H  ie rv o o r is slech ts w ein ig  w isku n d ige  kennis nodig. H e t  pro-
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bleem  lig t ve e lee r in de opstellin g  van  een ve ran tw o o rd e  spel- 
m a tr ix : W e lk e  w a a rd e  v e rteg e n w o o rd ig t het re su lta a t  van  een 
b ep aald e  handeling, aan gew en d  tegen de stra te g ie  van  een te 
g e n stan d er?  D eze re su lta ten  zijn soms in h et geheel n iet in 
num erieke o f m onetaire w a a rd e n  uit te drukken . D e w a a rd e  
van  één gulden ve rsch ilt  bovendien  nog vo o r elk  individu.

H e t  gro te nut va n  de spelth eorie  boven  de in tu ïtieve m ethode 
is ech ter v o o ra l bew ezen  in de gecom pliceerde geva llen , w a a r  
met behulp  van  electron isch e rekenm achines de ju iste  stra te g ie  
w o rd t  gevonden uit een zeer g ro o t a a n ta l m ogelijkheden.

Literatuur.

V o o r degenen, die zich in de theorie der strategische spelen willen verdiepen, 
vo lg t hier een overzicht van  de voornaam ste literatuur. W ij m ogen een ieder, 
misschien op w iskundigen na, aanraden  enkele populaire w erkjes door te lezen 
v o o rdat men aan  de vak litera tuur begint. Deze is over het algem een te abstract.

T o t de eerste categorie behoren:
1. J. M  c D  o n a  1 d: S tra tegy  in Poker, Business and W a r ,  N orton , N ew  York.
2. J. D. W  i 11 i a  m s : T h e  complete strategist. M cG raw  Hill, N ew  Y ork, 

1954.
3. M . S h u b i k : R eadings in game theory  and political behaviour, Double

day.

Als studieboek is aan  te bevelen:
4. J. C. C. M  c K i n  s e y  : Introduction  to the theory  of games, M cG raw  

Hill.

terw ijl het standaardw erk  op dit gebied is :
5. }. v. N  e u  m a n  n and O. M o r g e n s t e r n :  T h eo ry  of games and eco

nomie behavior, Princeton U .P .

Afzonderlijke (theoretische) bijdragen en een uitgebreide bibliografie zijn 
sam engevat in:

6. K u h n  and T u c k e r :  C ontributions to the theory  of games I, II, III. 
Ann. of M ath. Series, P rinceton U .P .)

W a t  de nevengebieden betreft noemen wij slechts enkele w erken uit de reeds 
zeer uitgebreide literatuur:

Mathematische statistiek.

7. O. B r o s s : D esign for decision.
8. T h r a l l - C o o m b s - D a v i s :  Decision processes.
9. A. W  a i d :  Statistical decision functions.
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10. S. V  a  j d a  : T h e  theory  of games and linear program m ing.
11. C h a r n e s ,  C o o p e r ,  H e n d e r s o n :  Introduction to linear program m ing.
12. T j. K o o p m a n s :  A ctiv ity  analysis of production and allocation, W ile y

Operations research.

13. M o r s e  and K i m b a l l :  O perations research, T h e  T echnology  Press.
14. C l o s k e y  and M c T r e f t h e n :  O perations research for m anagem ent. 

J. H opkins Press, '54.
15. Journal of the O perations Research Society of America.
16. O perations Research Q uarte rly  (B r.).
17. N aval Research Logistics Q uarte rly  (A m .).

Communicatietheorie.
18. B. M a n d e l b r o t :  Jeux de communication, Publ. Inst. S tat. U niv. Paris, 

vol. 2. 1953.
19. B. M  a  n d e 1 b r o t : Simple games of stra tegy  occurring in communication 

through natural languages, T rans. IR E  PG IT -3 , m aart '54.
20. Y  o  v  i t s and J a c k s o n :  L inear filter optim ization w ith gam e theory 

considerations, IR E  C onv. '55 pt. 4, p. 193.
21. B u s s g a n g  and M i d d l e t o n :  O ptim um  sequential detection of signals 

in noise, T ran s . IR E  IT -1 , dec. '55 p. 5.
22. K a  1 a b a and J u n  c o s a: L inear Program m ing and  O ptim al Telecom m uni

cation N etw orks. Proc. IR E  44 (1956) Dec. p. 1874.
23. K u h n  and T u c k e r :  L inear inequalities and related  systems. Princeton
24. A n t o s i e w i c s :  Second sym posium  on linear Program m ing I 6  II.





265

N IEU W E ONTW IKKELING OP H ET GEBIED VAN SCHEEPSRADAR 
E N  AUTOMATISCH PLOTTEN

O p de van  16— 19 mei te G enua gehouden „C onferenza Internazionale del 
R ad ar"  gaf het Am erikaanse R aytheon  concern de gegevens vrij v an  een geheel 
nieuw systeem  scheepsradar, w aarv an  hieronder een verklaring w ord t gegeven, 
ons verstrek t door R adio H olland N .V ., Am sterdam .

F ig u u r 1 stelt een radarscherm  voor, w aarop  een echo v an  een schip zichtbaar 
is. Aannem ende, dat het ingestelde schaalbereik 20 mijl bedraagt, neem t men 
w aar, dat de a fstand v a n  het schip 12 mijl en de relatieve peiling 315° bedraagt. 
Z onder meer kan  men hieruit geen verdere gegevens putten. Slechts na  een zeker 
tijdsverloop, na een reeks van  w aarnem ingen, kan men de relatieve snelheid van 
het andere schip bepalen door middel van  een plot, zoals figuur 2 aangeeft.

M en ziet d irect in, dat er zonder verdere m aatregelen een aanvaring  zal 
p laa ts v inden tussen het eigen schip en het w aargenom en schip. Al zal de

officier v an  de w acht wellicht veelvuldig de echo’s van  andere schepen w aar
nemen m et de „bearing cursor" ten einde te bepalen of er aan v aringsgevaar be
staa t of zich ontw ikkelt, m eestal is het bezw aarlijk het plo t continu uit te voe
ren, vooral indien een gro ter aan tal objecten gelijktijdig m oet w orden w aar
genomen.

H et w are een groot gemak, indien er een autom atisch „geheugen" beschik
b aar zou zijn, w aarm ede v an  ieder voorw erp , d a t door de rad ar w ord t w a a r
genomen, de a fstand en de peiling voortdurend w ord t opgetekend en over een 
zekere periode w ord t bew aard.

Z o 'n  autom atisch geheugen is thans beschikbaar in de vorm  v a n  een „ge- 
heugenbuis” of, zoals de A m erikanen d it uitdrukken, een „storage tube”.

D eze „geheugenbuis" lijkt in constructie veel op de norm ale kathodestraalbuis 
v an  een radarap p araa t; deze geheugenbuis vorm t echter zelf geen zich tbaar beeld, 
doch houdt de inform atie vast (instelbaar tussen een bedrag v a n  enkele milli
seconden en 1 m aand) in de vorm  van  elektrische ladingen op  het scherm. Deze 
geheugenbuis w ord t geschakeld tussen de on tvanger v an  de radarinstallatie  en 
de kathodestraalbuis w aarop  men het beeld w aarneem t. V o o r autom atisch plotten 
met een scheepsradarinstallatie w ord t gedacht aan  het vasthouden der informatie 
gedurende een tijd van  30 minuten. T e  allen tijde kan de vastgehouden infor-
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Figuur 2

matie in het tijdsbestek van  enkele milliseconden van  de geheugenbuis w orden 
verw ijderd, w aarna  deze onm iddellijk w eer begint een nieuw  radarbeeld  te v o r
men.

W a t  zien we nu, indien wij met de radarinstallatie  zouden w erken, welke zo’n 
geheugenbuis bevat.

W ij verw ijzen h iervoor n aa r figuur 3, welke een voorstelling geeft v an  het-

Figuur 3
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geen op het scherm zichtbaar w ordt, indien wij ons zouden bevinden in een 
door boeien gem arkeerde vaargeul, terwijl wij ons bew egen in de richting van  
een koers-kruisend vaartu ig . De presentatie van  het rad arap p araa t is relatief.

M en krijgt dan een autom atisch plot v an  hetgeen in het afgelopen half uur 
w erd  w aargenom en. H et w ord t direct duidelijk, dat de zich niet veranderende pei
ling v an  het schip A  aan v aringsgevaar oplevert. M en ziet ook in figuur 3, 
dat de zich aftekenende lijnen v an  alle voorw erpen  periodiek zijn onderbroken. 
D e perioden v an  onderbreking geschieden volgens een bepaald  tijdschema en 
deze geven aldus een directe m aat voor de snelheid.

Indien b.v. de onderbreking p laats vindt iedere 6 minuten, dan  bedraag t de 
snelheid 10 x de lengte. M et een steekpasser kan men direct de relatieve snelheid 
van  het schip A  bepalen en voorspellen op  welk tijdstip de aanvaring  zou plaats 
vinden.

N og belangrijker is, dat, w anneer men in dit geval van  koers veranderd  is 
ten einde de verw achte aanvaring  te voorkom en, men het scherm  ineens kan

Figuur 4

schoonvegen, zodat zich dan aanstonds een nieuw autom atisch plo t kan  ont
wikkelen, w aaru it men binnen enkele ogenblikken kan  w aarnem en, in w elke mate 
de situatie zich heeft gewijzigd.

E en  verder voordeel is dat deze geheugenbuis een aanm erkelijke verbetering 
zal brengen v an  de maximum w aarnem ingsafstand, terwijl eveneens het w aar
nemen van  voorw erpen  in „seaclutter" en regen verbeterd  zal worden; immers, 
„seaclu tter” en regenecho’s verschijnen w illekeurig en onregelm atig, terw ijl vaste 
voorw erpen  op dezelfde p laats op het scherm  v an  de geheugenbuis een accum u
lerend effect zullen veroorzaken.

H e t grote voordeel v an  deze ontwikkeling kom t eveneens n a a r voren, indien 
het principe v an  de geheugenbuis gecom bineerd w ord t m et het beginsel der 
„T ru e  M otion".

In  figuur 4 w ord t getoond, w elk beeld men zal verkrijgen, indien de geheugen
buis w ord t gekoppeld aan  het T ru e  M otion beginsel.

W ij bevinden ons op schip A , dat juist de met boeien gem arkeerde vaargeul 
v e rlaat en zich bew eegt n aar het lichtschip S. V oorts w orden twee andere sche
pen B en C  zichtbaar. De onderbroken lijnen welke de afgelegde v a a rt v an  de 
schepen vertegenw oordigen, wijzen direct uit, dat, indien alle vaartu igen  hun
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huidige koers en snelheid behouden, B en C  met e lkaar in aanvaring  zullen 
komen.

H et schip A  kan dus bij v o orbaat rekening houden met de handelingen die B 
en C  zullen gaan  doen.

M en is nog een stap  verder gegaan  en wel door het T ru e  M otion beginsel 
sam en te koppelen met het „klassieke relatieve beeld”. H et is nl. n iet moeilijk het 
„T ru e  M otion beeld”, dat op het scherm van  de geheugenbuis gevorm d wordt, 
op zodanige wijze over te brengen n a a r de kathodestraalbuis, w aarop  men de 
w aarnem ingen uitvoert, dat het centrum  van  het scherm w eer steeds sam envalt 
met de eigen positie van  het schip. Indien wij zulks doen, dan krijgen wij in 
p laats van  de voorstelling op  figuur 4, die v an  figuur 5.

W ij hebben dan voor het eigen schip w eer het „klassieke relatieve beeld” 
terug, waarbij de vaste  voorw erpen (boeien, land, etc.) zich relatief o ver het 
scherm  bewegen, doch w aarbij de zich bewegende voorw erpen w orden getoond 
met hun w are koers en snelheid. De vaste voorw erpen zullen, doordat de beeld

buis een niet nalichtend scherm  bezit, geen nalichtende sporen ach ter laten. 
D aar dit zichtbare radarbeeld  w ord t gevorm d op een buis voorzien v an  een P4 
scherm  betekent dit, da t de helderheid en het con trast belangrijk g ro ter is dan  
die welke wij to t nu  toe kenden bij conventionele radarap p ara tu u r, w elke een 
buis met P 7 scherm  bezitten.

M et deze nieuw e ontw ikkeling krijgen wij dus een radarbeeld, dat het aspect 
aangeeft van  andere vaartu igen, dat de geschiedenis geeft v a n  hun bewegingen 
in het verleden en dat praktisch onmiddellijk een w aarschuw ing geeft v a n  iedere 
verandering  in  koers en  snelheid. V aste  voorw erpen (boeien, land, etc.) zijn direct 
kenbaar, om dat deze geen nalichtende lijnen produceren.

A pparatuur, w aarin  deze autom atische plo tter w ord t toegepast is reeds meer 
dan 2 jaa r  geleden in A m erika gefabriceerd en toegepast bij luchtw aarschuw ings
system en voor het autom atisch volgen v an  vliegtuigen.

In  het afgelopen jaa r w erd dit beginsel beproefd in combinatie m et scheeps 
nav igatie  radar, zowel op relatieve basis (zoals in het eerste gedeelte w erd  uit
eengezet) als op basis van  een „T ru e  M otion” autom atische plotter.
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Bovengenoem de Stichting, T hom sonplein 13, D en H aag , tel. 390989, w erd op 
4 april 1957 opgericht door curatoren  der T .H ., een speciale sectie der Ned. 
V er. v. Bibliothecarissen, het N .I.D .E .R . en het Physisch Lab. R .V .O .-T .N .O ., 
onder het dagelijks bestuur van  dr. L. J. van  der W o lk , voorz. en P. H . Berke- 
laar, secr.-penningm eester.

Zij beoogt: inventarisatie van  vertalingen uit Scandinavische, Slavische, e.a. 
m inder toegankelijke talen zoals Japans, Chinees en Russisch. Bedrijfsleven en 
instellingen gelieven kopieën van  in hun bezit zijnde vertalingen aan  de stichting 
ter beschikking te stellen, ter algem ene besparing op vertaalkosten  en vergem ak
kelijking v an  kennisname, in het algem een de stichting in h aar taak  te steunen 
en zich, om op dit gebied voorgelicht te worden, tot deze te w enden en niet meer 
to t de bibliotheken v an  de O ctroo iraad  en de T .H .

A rchieven en kaartsysteem  der Commissie Russische L iteratuur zijn bij de 
stichting ondergebracht. Genoem de commissie zal zich nog slechts bezighouden 
met theoretische kwesties als de translitteratie  van  Cyrillische schrifttekens, het 
uitw isselen v an  ervaring  op het gebied v an  de Russische technische literatuur en 
het bijstaan van  de stichting.

NTG — NACHRICHTENTECHNISCHE GESELLSCHAFT IM VDE

O nze D uitse zusterorganisatie zond ons een kennisgeving van  de volgende 
door h aa r te organiseren bijeenkomsten:

1. Fach tagung  „Funktechnik”, LIlm/Donau, 17— 19 septem ber 1957.
O p  het program m a staan  een 20-tal voordrachten  die in een 4-tal groepen 

verdeeld kunnen worden, zoals Propagatie, T oepassing  van  D opplereffect in de 
Radartechniek, Korte golfapparaten  en zenders, Antennes.

O p 19 septem ber w ord t een bezoek aan  een tw eetal fabrieken van  T elefunken 
georganiseerd.

Inlichtingen en aanm eldingsform ulieren bij: Tagungsgeschäftsstelle  zur F ach ta 
gung „Funktechnik” z. Hdn. H errn  D ipl.-Ing. E . H aupt, U lm /D onau, Söflinger- 
strasse 100, i. Hs. Telefunken.

2. Fach tagung  „Bauelem ente” , Karlsruhe, 23—26 sept. 1957.
H ier w orden een 25-tal voordrachten  gehouden over de volgende onderwerpen.
23 september: „R öhren” ;
24 septem ber: „H albleiterbauelem ente” :
25 september: „Allgemeine Bauelemente und W erkstoffe".
O p  26 septem ber w ordt een bezoek aan  een tentoonstelling v an  „Bauelem ente” 

en een bezoek aan  Siemens en H alske A.G. te Karlsruhe-K nielingen gebracht.
Inlichtingen en aanm eldingsform ulieren bij Tagungsgeschäftsstelle  für die F ach

tagung „Bauelem ente" im H ause der Siemens 6  Halske A .G. z. Hdn. H errn  
O bering. H. N ottebroch, Z entral-Fachbücherei, Karlsruhe-K nielingen. Rhein- 
brückenstrasze 50.

3. T e r gelegenheid van de IN T E R K A M A  (Internationaler K ongresz mit 
Ausstellung für M esztechnik und A utom atik) in D üsseldorf van  2 — 10 novem ber 
1957 organiseert de N .T .G . tezam en met de groep „Regelungstechnik” v an  de 
V D I en V D E  op 6 novem ber 1957 een Fachtagung „R egler und R eglungsver
fahren in der N achrichtentechnik”.

Prospecti over deze bijeenkomst te verkrijgen bij IN T E R K A M A -K ongresz- 
büro, Düsseldorf. E hrenhof 4 (N O W E A ).

EN K ELE GEGEVENS B ETREFFEN D E DE STUDIE AAN DE T. H. TE 
EINDHOVEN

N a de laatste  w ereldoorlog toen N ederland teneinde zijn levenspeil te kunnen 
handhaven zich gedw ongen zag te industrialiseren, bleek het snel stijgende aan tal
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afstuderende ingenieurs aan  de T echnische H ogeschool te Delft nog geenszins 
voldoende. Verschillende commissies, door de regering ingesteld teneinde dit 
probleem  te bestuderen, kw am en tot de conclusie dat een spreiding van  de 
opleidingsm ogelijkheden uitkom st zou kunnen brengen. O p  23 juni 1956 werd 
een gewijzigde hoger onderw ijsw et bij besluit van  de Koningin in werking ge
steld, waarbij E indhoven w erd aangew ezen als de p laats, w aar een tweede tech
nische hogeschool zou w orden opgericht en w erd tevens op  deze datum  het 
C uratorium  van  deze hogeschool benoemd. O p  15 novem ber 1956 daaropvolgend 
w erd  de senaat geïnstalleerd. M et grote snelheid zijn de eerste provisorische ge
bouw en ontw orpen, aanbesteed en in uitvoering genomen, w aardoor nu in sep
tem ber 1957 reeds de colleges voor de eerstejaars studenten een aanvang  zullen 
nemen en wel voor de richtingen w erktuigbouw kunde, electrotechniek en schei
kundige technologie. V olgens de w et zullen de opleidingen aan  de beide tech
nische hogescholen gelijkwaardig zijn en  dit betekent dat de nom inale studieduur 
in beide gevallen gelijk zal zijn, terw ijl het afstuderen desgew enst ook aan  de 
andere hogeschool zou kunnen p laa ts vinden. O ok in E indhoven  zal de m oge
lijkheid bestaan  voor het verrichten  v an  researchw erk  op w etenschappelijk en 
technisch terrein en zal de m ogelijkheid bestaan  to t prom otie to t doctor in de 
technische w etenschappen. E venals dit bij de verschillende universiteiten in N e
derland onderling het geval is, zal echter het onderwijs niet geheel gelijkvormig 
zijn. Z o als  dit op vele p laatsen  in het buitenland bestaat, zal in  E indhoven een 
z.g. sem estersysteem  w orden ingevoerd. D it houdt in dat de college-stof van  
het eerste jaarsem ester zal w orden gedoceerd v an  septem ber to t januari en van  
het tweede jaarsem ester v an  januari to t in juni. N a  elk sem ester zal gelegenheid 
w orden gegeven om in de behandelde stof tentam en of exam en te doen. D e ge
geven vakken w orden buitendien zoveel mogelijk in één sem ester geconcentreerd 
zodat de aandacht niet teveel zal w orden verdeeld. T w eem aal per jaa r zal op 
deze wijze gelegenheid w orden geboden in de verw orven  kennis exam en af te 
leggen. D e verw achting is d a t bij een eventuele achterstand in de studie de 
student slechts 1 sem ester zal behoeven te verliezen, terw ijl de m ogelijkheid hier
door on tstaa t voor de ouderejaars studenten om zonder m oeilijkheden een half 
jaa r in de industrie te gaan  werken.

D e indeling van  het studieprogram m a bestaat uit 8 sem esters, d.w.z. 4 jaar, 
college-stof en daarn a  vo lg t het afstuderen. H et propaedeutisch-exam en w ordt 
reeds na de eerste twee sem esters dus na  1 jaa r afgenom en. A nderhalf jaa r  later, 
dus na  het vijfde semester, w ord t het candidaats-exam en afgenom en en na  nog
m aals anderhalf jaar, dus na het achtste semester, v ind t het eerste gedeelte van  
het ingenieursexam en plaats. V o o r het afstuderen, dat hierna volgt, zal een half 
è  één jaa r  m oeten w orden uitgetrokken.

V o o r de richting der electrotechniek zijn basisvakken gedurende de propaedeu- 
tische en candidaatsstudie de w iskunde, natuurkunde, m echanica, theoretische elec- 
triciteitsleer.

Reeds tijdens het propaedeutisch-exam en zal een college o ver w ijsgerig-cultu- 
rele beschouw ingen over techniek en sam enleving w orden gegeven, teneinde de 
student meer algem een te vormen.

H et propaedeutisch-exam en w ord t beschouw d als een test v an  de student op 
het volgen van  hoger onderwijs in de electrotechniek. T ijdens de candidaatsstudie 
w orden inleidende electrotechnische colleges gegeven zoals de electronica, het 
om zetten v an  electrische energie, de comm unicatiemiddelen, het electrotechnisch 
meten, m ateriaalkunde en een college in electrotechnische constructies.

D e studie voor het eerste gedeelte van  het ingenieursexam en bestaat uit een 
aan tal meer gespecialiseerde electrotechnische vakken, die verplicht w orden ge
steld. V o o rts een aan tal keuzevakken, w aaru it de student een keuze kan m aken 
n aar gelang zijn voorkeur of aanleg.

Practica-oefeningen en zelfstandige onderzoekingen in de laboratoria  n aast het 
w erken in de praktijk  com pleteren deze fase v an  de studie.

V o o r het tweede gedeelte van  het ingenieursexam en zal een zelfstandige be
w erking w orden verlangd  van  een electrotechnisch onderw erp. N a  het behalen 
van  het ingenieursdiplom a bestaa t de gelegenheid zich verder te bekw am en in 
onderzoekingsw erk teneinde de researchaantekening bij het ingenieursdiplom a te 
verkrijgen.

J. L. H. J.
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PR IJZEN  TOEGEKEND DOOK H ET VEDERFONDS

N. Schimmel Ir. E. Goldbohm Ir. G. Prins

H et belangrijke ontw ikkelingsw erk onder leiding van  de H eren Schimmel, 
Goldbohm en Prins in het N ederlands R adar Proefstation te N oordw ijk a /Z  ve r
richt, heeft een essentiële bijdrage geleverd bij de totstandkom ing van  een inrich
ting voor radarbeloodsing van  de N ieuw e W aterw eg .

D e Rotterdam se W aterw eg , 30 km lang, met vele bochten, een breedte van 
350 meter, echter een vaarbreedte van grote schepen (35000 ton) die aanzienlijk 
smaller is, schept bijzondere navigatieproblem en.

Een systeem dat mogelijkheden schept ook voor om standigheden van  slecht 
zicht, is van  prim air belang en dient aan  hoge eisen te voldoen. De sinds novem 
ber 1956 in gebruik zijnde inrichting voor radarbeloodsing van de Nieuwe 
W aterw eg  is als een van de meest geperfectioneerde te beschouwen. M et de 
realisering van dit project is baanbrekend w erk verricht.

J. H.

A an Ir. S. Gratama, geb. 5-6-1905, w erd een prijs 
toegekend uit het V ederfonds op grond van  zijn werk 
op het gebied der zgn. scatter-propagatie.

Gedurende de laatste jaren heeft de voortplanting 
van m- en dm -golven door verstrooiing in de tropo- 
spheer (scatter) steeds meer van zich doen spreken 
en men zou zelfs de uitspraak kunnen doen dat deze 
wijze van propagatie  met zeer belangrijke toepassings
mogelijkheden thans in het brandpunt van de belang
stelling staat.

Reeds in 1950 nam in N ederland Ir. G ratam a, ver
bonden aan  het Physisch Laboratorium  der Rijksver- 
dedigings organisatie T .N .O ., het initiatief tot een 
grootscheeps en system atisch onderzoek met betrek
king tot deze materie, een onderzoek, trajecten in 
W est-E u ro p a  zowel over land als over zee om vat

tende en bij verschillende w eersom standigheden verricht.
Belangrijke hulp werd bij dit onderzoek verleend door de radio-am ateurs; het 

P .T .T .-bedrijf werd eveneens ingeschakeld.
De grote hoeveelheid statistisch m ateriaal die werd bijeengebracht heeft het 

mogelijk gem aakt een universele transmissie-kromme af te leiden w aardoor tropo- 
spherische scattersystem en voor afstanden tot 400 a 500 km vooruit kunnen 
w orden berekend.

Behalve problemen van organisatorische aard  werden vanzelfsprekend even
zeer technische aan de orde gesteld, welke o.m. hebben geleid tot de ontw ikke
ling van een zeer stabiele en ruisarme ontvanger.

Y. B.
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NIETTWE UITGAVEN

De redactie ontving:
Basic Mathematics [or Radio and Electronics door F. M. Colebrook. 
Industrial Rectifying tubes, Philips Technische Bibliotheek.
Deze uitgaven zullen in een der volgende nummers besproken worden.

Boekbesprekingen
Tube Selection Guide 1956/1957, 124 bladzijden, 15,5 x 23,5 cm, 
32 fig. Philips Technische Bibliotheek. V erkrijgbaar bij M eulenhoff 
6  Co te Am sterdam . Prijs ƒ 4.90.

D it boekje geeft een overzicht van  alle typen elektronenbuizen die op het 
Philips program m a voorkom en, alsmede van exact daaraan  gelijke en daarm ee 
aequivalente typen.

In tabelvorm  w ord t een groot aan tal gegevens sam engevat (betreffende ve r
w isselbaarheid, vervanging van verouderde typen enz.).

Bijzondere aandacht verdient de tabel w aarin  de buizen naar hun belangrijkste 
eigenschappen zijn gegroepeerd. M .b.v. deze tabel is het mogelijk bij het on t
w erpen van  nieuwe appara ten  snel het juiste huistype te kiezen.

De tabellen zijn in de Engelse taal gesteld, terwijl een w oordenlijst werd 
bijgevoegd voor de Franse, D uitse en Spaanse vertaling.

W ij menen dat met het verschijnen van dit boekje aan een behoefte werd 
voldaan. v. B.

Tclevision receiuing equipment, door W . T. Cocking. 4th Edition, 
454 pagina 's, afm. 22 x 15 cm., 279 schem a’s en fo to’s. U itgave van 
W ireless W o rld  door Iliffe & Sons Ltd., London. Prijs 30 sh. 0 d.

H et onderhavige w erk is de 4e editie, welke, vergeleken met de vorige, 
grotendeels geheel herzien werd.

In het algem een beperkt de inhoud zich tot het Engelse systeem  van  405 lijnen 
met positieve beeldmodulatie. D e 3 andere system en, w erkend met 525, 625 en 
819 lijnen, w orden zeer globaal behandeld.

Hoew el de tekst in hoofdzaak bedoeld is voor technici, die beschikken over 
een goede kennis van de Televisie-techniek, w ordt in de eerste drie hoofdstukken 
op juiste wijze de fundamentele theorie behandeld, welke ten grondslag ligt 
aan  de thans gebruikte Televisie-system en.

De volgende zeven hoofdstukken zijn gewijd aan  de problem en welke men 
tegenkom t bij het ontw erpen van elektro-m agnetische afbuigsystem en voor een 
T elevisie-ontvanger.

Deze problem en w orden meer van praktische zijde dan van theoretische zijde 
beschouwd. De schrijver wijst erop, dat het ontw erpen van de betreffende scha
kelingen gewoonlijk meer op empirische dan op m athem atische grondslag berust.

D aarna  komen drie hoofdstukken betreffende het ontw erpen van synchroni- 
satie-schakelingen, o.m. de fase-discrim inator en vliegw iel-schakelingen ten be
hoeve van de horizontale synchronisatie. D it geschiedt eveneens meer van een 
praktisch gezichtspunt.

Beeld- en geluidsversterking, alsmede detectie-schakelingen w orden in de 
volgende acht hoofdstukken behandeld en wel thans op een meer w iskundige 
basis.

E r w orden echter eveneens een aan tal praktische ideeën bij het ontw erp van 
deze schakelingen belicht.

De laatste tien hoofdstukken behandelen antennes, storing, gevoeligheid, ruis, 
volumeregeling en voedingsapparaten.

H et w erk besluit met een 7-tal appendixen, welke op system atische wijze ge
rangschikt, een aan tal formules tonen, welke nuttig zijn voor de ontw erper van 
T elevisie-ontvangers.
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H et goed geschreven boek en de vele praktische ideeën m aken van dit boek
een w aardevol naslagw erk.

C. B. B.

Transistor circuits and servicing, door B. R. A. Betteridge, gepubli
ceerd voor „W ireless 6  E lectrical T rad e r"  door T rad e r Publishing 
Co Ltd, mei 1957. 23 bladzijden, 22 x 15 cm. Prijs 2 sh. 6 d.

O ver dit boekje kunnen wij kort zijn. H et is kennelijk bedoeld voor radiohan- 
delaars, die draagbare  transistorradio’s moeten verkopen en repareren. De schrij
ver bespreekt daartoe de verschillende delen van een dergelijke radio in aparte  
hoofdstukken. Z o  bevat hoofdstuk 4 de lf eindtrap, terwijl hoofdstuk 5 v o orna
melijk het hf en mf deel bespreekt. H oofdstuk 6 bevat enkele service-tips.

D at men in 23 blz. geen volledige handleiding voor het gebruik van transisto- 
ren kan schrijven, is duidelijk. T och ziet de schrijver nog kans enige belangrijke 
schakelingen naar voren te brengen, helaas met onvoldoende detailbespreking. 
Z o  geeft hij b.v. in fig. 7 en 8 vier balans-eindtrappen, w aarvan  die in fig. 7 
veruit de beste is, daar hier de voorinstelling van de eindtrap  van de emitter van 
de sturende transistor w ord t afgenom en, zodat deze schakeling voor een vrij breed 
tem peratuurgebied bruikbaar wordt. D it w ordt door de schrijver niet naar voren 
gebracht.

V o o r zijn doel is dit werkje bijzonder geslaagd; na het lezen ervan zal men 
echter slechts weinig meer van transistoren begrijpen, dan ervoor.

E . E. P. P.

Dc transistor in theorie en praktijk, door „E lectronicus”, 85 blad
zijden, 15,5 x 24 cm., 84 figuren. U itgave ,,De M uiderkring", Bus-
sum. Prijs ƒ 4, — .

Z oals bij deze u itgever te verw achten  w as, is dit boekje geschreven voor
gevorderde am ateurs. H et is gesplitst in twee delen: een theoretisch gedeelte
(5 hoofdstukken) en een praktisch gedeelte (3 hoofdstukken). H et praktisch ge
deelte bevat, behalve een uitgebreid bouwschem a voor een transistor-radio-ont- 
vanger nog een reeks schem a's voor praktische hulpapparaten, zoals meetbrug- 
gen, flip-flops etc. H et theoretisch gedeelte bevat een bespreking van de theorie 
van  de transistor, zowel w at fabricage als w at schakelwijze betreft. De schrijver 
begint bij atoom struktuur en eindigt via een hoofdstuk „ontw erpen van  transistor- 
versterkers" bij de hf eigenschappen van transistoren.

H et boekje licht een tipje van de sluier op, die over de toepassing van tran 
sistoren ligt. O ngetw ijfeld zal een am ateur hier veel wijzer w orden en na het 
lezen in staat zijn, zijn schakelingen met transistoren te verwezenlijken. V oor 
het gebruik in de kring van beroepstechnici is dit boekje te oppervlakkig en 
gaat het de wezenlijke moeilijkheden te ver voorbij.

E. E . P. P.

Uit het N ederlands Radiogenootschap
W IJZIGING SAMENSTELLING REDACTIE

Ingevolge drukke werkzaam heden, mede door een andere werkkring, heeft 
Ir. B. van  Dijl bedankt als lid van de redactie van  het T ijdschrift van  het 
N ederlands R adiogenootschap. G aarne willen wij ook langs deze weg Ir. van  Dijl 
dank zeggen voor de vele werkzaam heden die hij in het belang van ons orgaan 
heeft verricht.

W ij vonden Ir. L. Krul, w erkzaam  bij het Dr. N eher laboratorium , bereid om 
in de redactiecommissie zitting te nemen.
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PERSONALIA

Prof. Ir. M. P. BREED VELD

K ort geleden werd Ir. M. P. Breedveld benoemd 
tot gewoon hoogleraar in de E lektrotechniek aan  de 
Technische H ogeschool te Delft. Hem w erd opgedra
gen onderwijs te geven in de Elektronika.

De heer Breedveld vervulde van 1952 tot 1955 de 
functie van  hoogleraar voor Telecom m unicatietechniek 
aan  de technische faculteit van  de U niversiteit Indo
nesia te Bandoeng.

De heer Breedveld is in de N ederlandse omroep 
geen onbekende. Hij vervulde de functie van  chef 
van het E lectro-Acoustisch Laboratorium  van de N e 
derlandse Om roep te H ilversum  en w as daarna  hoofd 
van het Bureau T echnische D ienst van  de R adio O m 
roep in N ederland. L ater vervulde hij de functie van  
H oofd van  de T echnische D ienst van  de R adio O m 
roep in Indonesië, van  1948 to t 1952.

W ij wensen de heer Breedveld gaarne van  harte  geluk. W ij zijn er ons van 
bewust, d a t zijn taak  bij het H oger O nderw ijs van  bijzonder groot belang is, 
gezien het grote gew icht van  de elektronika in de industrie.

Prof. dr. K. S. KNOL

Bij Koninklijk besluit van  1 juni 1957 is benoemd 
als gew oon hoogleraar in de afdeling der electrotech- 
niek van de T echnische H ogeschool te E indhoven 
ons medelid dr. K. S. Knol en wel om onderwijs te 
geven in de electronica.

Prof. dr. Knol w erd te Eenrum  (G r.) in 1908 ge
boren en studeerde, na de Rijks-H.B.S. te G roningen 
te hebben doorlopen, N atuurkunde aan  de Rijksuni
versiteit aldaar.

V an  1931.—1937 w as hij assistent op het N a tu u r
kundig Laboratorium  dezer U niversiteit en prom o
veerde in 1934. N a zijn prom otie bewoog hij zich op 
het terrein der kernphysica en studeerde in 1935 enige 
tijd aan  het Kaiser W ilhelm  Institu t für Chemie in 
Berlijn-Dahlem  onder leiding van Prof. M eitner. 

Sedert 1 mei 1937 w as hij verbonden aan  het N a 
tuurkundig Laboratorium  der N .V . Philips' G loeilam penfabrieken. Z ijn publica
ties in binnen- en buitenlandse tijdschriften bewijzen zijn belangstelling voor het 
gebied der hogere frequenties o.a. de bijzondere effecten die alsdan optreden 
bij electronenbuizen.

Prof. Knol hield voordrachten  in binnen- en buitenland, o.a. ook voor het 
N ederlands R adiogenootschap.

Bij de opening der T .H .E . in septem ber 1957 zal Prof. Knol zijn voordrachten  
beginnen met colleges over electriciteit en magnetisme.

J. L. H. J.
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Prof. (Ir. ir. A. A. Th. M. VAN TRIER

O ns lid dr. ir. van  T rie r  is bij Koninklijk besluit 
van  1 juni 1957 benoemd aan  de Technische H oge
school te E indhoven om onderwijs te geven in de theo
retische electriciteitsleer in de afdeling der electro- 
techniek.

Prof. van T rie r w erd te O ss in 1926 geboren, deed 
in 1942 staatsexam en gym nasium  te 's-G ravenhage, 
behaalde in 1947 het diploma van electrotechnisch in
genieur en prom oveerde in 1953 op een proefschrift 
getiteld ,,Guided electrom agnetic w aves in anisotropic 
media".

V an  1947 tot 1953 w as hij verbonden aan  het labo^ 
ratorium  van de Rijks V erdedigingsorganisatie.

In 1949 w erkte hij te Londen aan  het Im perial C o l
lege en in 1951 en '52 aan  de Columbia U niversity  te 
N ew  York; in de laatstgenoem de periode hield hij zich 

met de detectie van  C erenkov-straling in het m icrogolvengebied bezig.
Sedert januari 1954 w as hij w erkzaam  bij de N .V . Philips’ G loeilam pen

fabrieken te E indhoven, w aar hij in het N atuurkundig  Laboratorium  onderzoe
kingen verrichtte  over gyroscopische resonantie in halfgeleiders voor m icrogolf
frequenties.

Prof. van  T rie r  hield in Am erika en N ederland voordrachten  en er verschenen 
van  zijn hand publicaties in binnen- en buitenlandse w etenschappelijke tijdschriften.

J. L. H. J.

Ir. A. T. DE HOOP

Ir. A. T . de Hoop, tot voor kort wetenschappelijk 
am btenaar Ie klasse in de Afdeling voor E lectrotech- 
niek van de Technische H ogeschool te Delft, werd 
kort geleden benoemd tot lector om onderwijs te geven 
in de theorie van de electriciteit.

De heer De H oop behaalde 4 juli 1950 het diploma 
voor Electrotechnisch Ingenieur (met lof).

E en aan tal publicaties op het gebied van de d iffrac
tie theorie van electrom agnetische golven verscheen 
van  zijn hand. Deze werden gepubliceerd in de Pro- 
ceedings van de Koninklijke N ederlandse Akademie 
van W etenschappen.

V an  mei 1956 tot april 1957 vertoefde de heer De 
H oop in de V erenigde Staten van Amerika. Hij heeft 

d aar in het Institute of Geophysics van  de U niversity  of C alifornia te Los A nge- 
les gew erkt aan  problem en met betrekking to t de diffractie theorie van  golven 
in elastische media.

W ij wensen de heer De H oop van  harte geluk en veel succes in zijn nieuwe 
functie. J. P. S.



276

Dr. Ir. S. DUINKER

O p 19 juni 1957 prom oveerde Ir. S. D uinker aan de 
Technische Hogeschool te D elft to t doctor in de T ec h 
nische W etenschap  op een proefschrift, getiteld: 
„G eneral properties of frequency-converting net
w orks”. Prom otor w as Prof. Ir. B. D. H. Tellegen. 
De heer D uinker w erd in 1924 te B atavia geboren. 
In 1950 verw ierf hij het diploma van elektrotechnisch 
ingenieur aan de Technische H ogeschool te Delft. V an  
1948 to t 1950 w as hij assistent bij Professor E lias. In 
1950 trad hij in dienst van  het N atuurkundig  Labo
ratorium  der N .V . Philips G loeilam penfabrieken te 
E indhoven. D aar heeft hij gew erkt aan  de toepassing 
van  m agnetische en dielektrische m aterialen in scha
kelingen.
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